
4

직교성

4.1 벡터와 부분공간의 직교성

4.2 직선과 부분공간 위로의 사영

4.3 최소제곱근사

4.4 정규직교기저와 그림-슈미트 과정

4.5 행렬의 유사역행렬

4장에 대한 고찰: 직교성



두 벡터가 직교한다는 것은 두 벡터의 내적이 0임을 의미한다. 즉 •w=w=0이다. 이 장

에서는 지금까지 배운 내용을 직교하는 부분공간(orthogonal subspace), 직교기저(orthogonal

basis), 직교행렬(orthogonal matrix)로 확장할 것이다. 두 부분공간의 벡터, 기저를 이루는 벡터,

그리고 행렬 Q의 열벡터는 모두 서로 직교한다. 이 결과는 다음과 같이 직각삼각형의 변 '와

"에 대한 피타고라스 정리 Q²+ b²=c²을 떠올리면 쉽게 이해할 수 있다.

직교벡터 010 글=이고 ||||+||2012=110+2₩||2이다.

위 식의 우변을 전개하면 (U+w) (U+w)이다. Uw=wv=0이면 식 (0+2w) (0+w)은

0T+20T20가 된다.

부분공간 개념은 3장에서 Ar=b를 이해하기 위해 도입했으며, 이때 열공간과 영공간이 필요했

다. 그다음 AT를 도입하면서 추가로 두 부분공간이 등장했다. 이 4가지 기본 부분공간은 행렬이

실제로 수행하는 작용을 명확히 보여준다.

행렬 A와 벡터 의 곱 Az에 대해 생각해보자. 첫 번째 수준에서는 Az가 단순한 수치 연산에

해당한다. 두 번째 수준에서는 Ar가 열들의 선형결합으로 표현된다. 세 번째 수준에서는 AI를

통해 부분공간의 구조가 드러난다. 그러나 뒤에서 나올 [그림 4.1]을 살펴보기 전까지는 전체적인

구조를 완전히 이해했다고 할 수 없다. 4가지 기본 부분공간은 서로 직교하는 관계이다.

영공간 N(A)는 행공간 C(AT)와 직교하는 모든 벡터를 포함한다.

AT의 영공간 N(A)는 열공간 C(A)와 직교하는 모든 벡터를 포함한다.

식 Az=0은 2가 행렬 A의 각 행과 직교함을 의미하며, 식 Ay=0은 y가 행렬 A의 각 열과

직교함을 의미한다.

이 장에서 다룰 핵심 개념은 사영(projection)이다. 만약 벡터 b가 행렬 A의 열공간 바깥에 존재하

면, 그 안에서 벡터 6와 가장 가까운 점 p를 찾아야 한다. 벡터 b에서 p까지의 직선은 오차벡터

e를 나타내며, 오차벡터 e는 행렬 A의 열공간과 직교한다. 최소제곱 방정식(least squares

equation)_ATAATb는 가장 가까운 점 p= A²을 구하여 오차벡터 e의 크기를 최소화한

다. 방정식 ATA²=ATb는 Az=b의 해가 존재하지 않는 경우에, 최적의 눈을 제공한다. 최

적의 2에 대해 A2-b||'이 최소가 된다. 이를 최소제곱법(least squares)이라 한다.
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식 ATAR=ATB는 ATA = 1일 때 간단히 풀린다. 이 경우 행렬 A는 정규직교(orthonormal)

열벡터를 갖는다. 여기서 정규직교벡터란 서로 직교하며 크기가 1인 벡터를 말한다. 이러한 벡터

의 조건은 자연적으로 잘 발생하지는 않지만 의도적으로 만들어낼 수 있다. 4.4절에서는 열벡터

41..... 4"을 직교화하여 9.9 = 0을 만족하는 벡터 91 ... 9"을 구성하는 방법에 대해 알아

볼 것이다. 91 ... 9"을 열로 갖는 행렬 Q는 QTQ=I와 A= QR을 만족한다. 여기서 R

은 상삼각행렬이다.

직교행렬은 행렬 계산에서 매우 유리하다. 두 직교행렬 Q과 Q2를 곱하면 그 결과도 직교행렬이

된다. 여러 측면에서 A= QR 분해는 A=LU 분해보다 더 우수하며, 이 장에서 그 이유를 자

세히 살펴볼 것이다.

4.1 벡터와 부분공간의 직교성

1. 두 벡터 0, W가 "w=0을 만족하면 서로 직교한다고 한다. 이때 |10|+||||2

||0+20 |²이 성립하며, 이는 Q² + b²="과 같은 피타고라스 정리에 해당한다.

2. 모든 EV와 WEW에 대해 Uw=0이면 부분공간 V와 W가 서로 직교한다고 한다.

3. 행렬 A의 행공간은 영공간 N(A)와 직교하며, 열공간은 A'의 영공간 N (AT)와 직교한다.

4. 4가지 기본 부분공간의 차원에 대해 + (n-1)=n과r+(m-r)=m이 성립한다. 이

런 관계를 만족하는 공간을 직교여공간(orthogonal complements)이라 한다.

5. R"에서 "개의 벡터가 선형독립이면, 이 벡터들은 R"을 생성한다. 반대로 2개의 벡터가

R"을 생성하면, 이 벡터들은 선형독립이다.

1장에서는 내적 w를 두 벡터 U, W의 사잇각과 연결했다. 사잇각이 90이면 w=0이 성립

한다. 벡터 U, W와 U+ w는 직각삼각형을 형성한다. 직각삼각형의 변의 길이 4. b, c에 대해

피타고라스 정리 a²+ b²=C'이 성립하는 것처럼. 벡터의 크기 || || || || ||0+ "||에 대해 다

음과 같이 피타고라스 정리가 성립한다.

직교벡터 글=이고 || ||+|| 20 |2|10+2w |²이다.
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앞 식의 우변 + 2012은 (0+20)T (0+20)=0T+WT20+₩2w+₩To=00+20T20+

0+0이 된다. 이러한 관계는 평면상에서도, "차원 공간 R" 에서도 성립한다.

직선 위의 모든 벡터와 평면 위에 모든 벡터가 서로 직교하면, 그 직선(1차원 부분공간)과 평면(2

차원 부분공간)은 서로 직교한다. 이 결과는 3차원 이상의 공간에서도 마찬가지로 성립한다. 부

분공간의 직교성은 임의의 행렬 A의 행공간과 영공간을 통해 확인할 수 있다.

행렬 A의 영공간은 A의 행공간과 직교한다. Az=0을 살펴보자.

[A의 (1행)

LA의 (행

- (1행)•z=0

← (행) •z=0

Ax = (1)

행렬 A의 각 행과의 내적을 계산한 결과는 0이다. 따라서 행렬 A의 행들의 모든 선형결합도

와 직교한다. 결국 전체 행공간 C(AT)는 전체 영공간과 직교한다.

표기할 때는 열벡터를 기준으로 한다. 행렬 A의 행벡터는 전치행렬 A의 열벡터가 된다. 행렬

A의 행공간의 벡터들은 이 열벡터들의 선형결합 Ay로 표현된다. 부분공간이 서로 직교함을

보이는 간단한 증명은 다음과 같다.

영공간의 벡터와 행공간의 벡터 Ay가 직교 IT(ATy)=(Az)Ty=0Ty=0 (2)

식 (1)과 같은 첫 번째 증명 방식은 직관적이다. 각 행벡터와 z를 곱하면 0이 되고, 행의 모든

선형결합도 와 곱하면 0이 됨을 직접 확인할 수 있기 때문이다.

중요한 사실은 또 다른 한 쌍의 기본 부분공간이 존재한다는 것이다. 열공간 C(A)와 AT 의 영

공간 N(AT)는 차원 공간 R"에서 서로 직교한다.

앞서 살펴본 원래 증명에 A 대신 AT를 대입해 적용할 수도 있다. A의 행공간은 A의 열공간

과 같다. 따라서 (A'에 대해) '행공간과 영공간이 직교한다'는 성질은 'A의 열공간 C(A)와

AT의 영공간 N(AT)가 직교한다'는 성질로 바뀐다.

EX1 행렬 A의 두 행은 A의 영공간 안에 있는 벡터 z와 직교한다.

행공간 -2 1 내적 1-2+1=0
Ax =

영공간
0 -1

내적 1+0-1=0

장 직교성



또한 행렬 A의 세 열벡터(또는 A의 행벡터)는 N(AT) 안의 벡터 y = 0과 직교한다.

열공간
1

ATy

좌영공간 1

이 예는 극단적인 경우로, 열공간 C(A)가 R2 전체이고 A의 영공간이 영벡터만 포함한다.

행공간과 공간의 차원의 합은 2+1=3이며, 이 두 부분공간은 R²=R"의 모든 벡터를

포함한다. 한편 열공간과 좌영공간(A의 영공간)의 차원의 합은 2+0=2이며, 이 두 부분

공간은 R2=R의 모든 벡터를 포함한다.

직교하는 임의의 두 부분공간 쌍에 대한 중요한 차원 조건이 다음과 같이 존재한다.

V와 W가 R"에서 직교하는 부분공간이면, dimV+dimW≤"이 성립한다.

이 결과는 매우 명확하고 자연스러워 보인다. 예를 들어 방의 벽과 바닥을 생각해보자. 벽과 바닥

은 R'에서 각각 2차원 부분공간이다. 두 부분공간의 차원의 합 2+2=4는 3보다 크므로, 두

부분공간은 직교하지 않는다. 일부 벡터는 두 공간에 동시에 포함되는데, 이는 벽과 바닥이 만나

는 직선에 해당한다.

전체 공간을 구성하는 직교하는 두 부분공간의 쌍을 특별히 직교여공간이라 한다. V의 직교여공

간 V-은V와 직교하는 모든 벡터를 포함한다. 선형대수학의 큰 구조에서 두 쌍의 기본 부분공

간은 이러한 직교여공간 관계를 만족한다.

직교여공간

행공간과 영공간: r+(n-1)=n

열공간과 좌영공간: r+(m-r)=m

R"의 임의의 벡터 는 행공간의 벡터 TOW와 영공간의 벡터 null의 합 = rownull로 나

타낼 수 있다. 또한 R의 임의의 벡터 " 는 열공간의 벡터 'Col과 좌영공간(A'의 영공간)의 벡터

null의 합 y=ycol + null로 나타낼 수 있다.

[정리] 선형대수학의 기본정리 2

.・R"에서 N(A)는 행공간 C(AT)의 직교여공간이다.

•R"에서 N(AT)는 열공간 C(A)의 직교여공간이다.
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3장의 [선형대수학의 기본정리 1]에서는 부분공간의 차원에 대해 다루었고, 이번 [선형대수학의

기본정리 2]에서는 그 부분공간들의 사잇각이 90° 라는 정보를 알려준다. R" 안의 벡터 는 모두

행공간의 벡터 과 영공간의 벡터 으로 나눌 수 있다. x=x +1„의 왼쪽에 행렬 A를 곱할

때, [그림 4.1]은 Az=0, Az = Ar임을 보여준다.

C(AT)

차원의 행들의 모든
선형결합

C(A)

차원

Ax, = b

Ax = b

x = x++xn

A의 열들의 모든

선형결합

R"

RM
In

Axn =0

N(AT)
열과 직교하는

행과 직교하는
모든 벡터 차원 m-r

N(A)
모든 벡터

차원 n-r

[그림 4.1] Az=b는 열공간 안에 있고 Az=0이다. Ar=b의 완전해는 (하나의 z)+(임의의 )이다.

그러면 +이고, Azb에 대한 최소노름해(minimum norm solution)는 (행공간의

z=z)+(N(A)의 z=0)이다.

모든 벡터 Ar는 열공간 안에 있다. 행렬 A를 곱한다고 해서 할 수 있는 일은 없다. 열공간의

모든 벡터 b는 행공간의 정확히 '하나의 벡터 로부터 나온다. 이를 증명해보자. 만약 Ar, Az

이면 차이 -'은 영공간 안에 있다. 또한, -1'은 '과'을 포함한 행공간 안에 있다.

차이 2-1'은 영벡터여야 한다. 왜냐하면 영공간과 행공간이 직교하기 때문이다. 따라서

=z'이다.

두 영공간을 제거하면 행렬 A의 내부에 rxr 가역행렬이 숨어 있음을 알 수 있다. 행렬 A는

행공간에서 열공간으로의 가역변환이다. 4.5절에서 살펴볼 유사역행렬 A'는 열공간을 행공간으

로 다시 변환한다.
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32 모든 랭크 행렬은 가역인 × 부분행렬을 포함한다. 다음 행렬 A의 랭크는

2이다.

1 2 3 4 5

A=12456는 피벗 행과 피벗 열에서 2×2 부분행렬 [13] 를 포함한다.
1 2 4 5 6

이제 임의의 행렬 A에 대해 증명해보자. 부분행렬 C는 개의 선형독립인 열을 갖는다(1장

참고). 그러면 C와 C의 랭크는 이다. 따라서 CT는 개의 선형독립인 열을 갖는다. 다시

말해 C는 개의 선형독립인 행을 갖는다. 이를 통해 행렬 A의 가역인 부분행렬을 찾는다.

다시 한 번 강조하자면, 직교하는 두 부분공간에 속하는 유일한 벡터는 영벡터이다.

부분공간으로부터의 기저 결합

기저는 벡터공간을 생성하며 선형독립인 벡터들의 집합이다. 일반적으로는 이와 같은 기저의 두

성질을 모두 확인해야 한다. 다만, 공간의 차원을 알 경우에는 다음과 같이 한 성질이 다른 성질

을 암시한다. 모든 벡터는 정확히 1가지 방식으로 표현되는 기저벡터들의 선형결합이다.

•R"의 선형독립인 "개의 벡터는 반드시 R"을 생성한다. 따라서 이 벡터들은 기저를 이룬다.

•R"을 생성하는 "개의 벡터는 선형독립이어야 한다. 따라서 이 벡터들은 기저를 이룬다.

이 결과는 임의의 벡터공간에 대해 참이지만, 여기서는 R" 위주로 생각한다. 어떤 벡터가 "X"

정사각행렬 A의 열에 들어갈 때, 다음이 성립한다.

•행렬 A의 "개의 열벡터가 선형독립이면 이 2개의 열벡터들은 R"을 생성한다. 따라서

Ar=b의 해가 존재한다.

• "개의 열벡터가 R"을 생성하면 이 "개의 열벡터들은 선형독립이다. 따라서 Ar=b의 해

는 유일하게 존재한다.

•정사각행렬 A. B에 대해 AB=1일 때 BA=이다.

Ar=b에서 해의 유일성은 해가 존재함을 의미하고, 해의 존재성은 해가 유일함을 의미한다. 그

러면 A는 가역행렬이다. 자유변수가 없는 경우 해는 유일하다. 따라서 "개의 피벗 열이 있어

야 한다. 그러면 역대입법으로 Az=b의 해를 구할 수 있다(즉 해가 존재한다).
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이번에는 반대 방향으로 시작하여, Ar=b의 해가 모든 벡터 b에 대해 존재한다고 가정해보자.

소거를 진행하면 어떤 행도 영행이 되지 않는다. "개의 피벗변수만 있고 자유변수는 없다. 따라

서 행렬 A의 영공간은=0만 포함한다(즉 해가 유일하다).

행공간의 기저벡터 개와 영공간의 기저벡터 (2-1)개를 더하면 + (nr) = "개의 벡터가 된

다. 이 "개의 벡터는 선형독립이다. 따라서 R"을 생성한다.

R"의 벡터 는 행공간의 벡터 과 영공간의 벡터 의 합 z, +2„이다. [그림 4.1]에서 분리

된 x +2„은 직교여공간의 핵심을 보여준다. 행공간과 영공간의 차원을 합하면 "이 되고, 이는

모든 벡터에 대해 적용되는 사실이다.

EX3 행렬 A= [32]에 대해 [3]을 ㅍ, + Im = [2] + [-_2] =・[3]+[3]로로 분리해보자. 벡터

(2.4)는 행렬 A의 행공간 안에 있다. 직교벡터 (2, -1)은 행렬 A의 영공간 안에 있다.

다음 절에서는 사영행렬 P를 이용한 분리에 대해 살펴볼 것이다.

E4 S를 9차원 공간 R'의 6차원 부분공간이라고 가정하면 다음이 성립한다.

(a) S와 직교하는 부분공간의 가능한 차원은 0, 1, 2, 3이다.

(b) S의 직교여공간 S의 가능한 차원은 3이다.

(c)행공간이 S인 행렬 A의 가능한 한 가장 작은 크기는 6×9이다.

(d)영공간이 S인 행렬 B의 가능한 한 가장 작은 크기는 6×9이다.

4.1 연습문제

1. 랭크가 1인 2×3 행렬을 구성하라. 그리고 [그림 4.1]의 각 부분공간에 벡터를 하나씩 작성하라(단,

영공간에는 2개를 작성하라). 어떤 벡터가 서로 직교하는가?

1 이를 증명해보자. "개의 모든 벡터의 선형결합이 1+1=0이면, 두 부분공간에서 5-2이 된다. 따라서

I==이고, 행공간의 기저와 영공간의 기저에 대한 모든 계수는 0이어야 한다. 이 결과는 "개의 모든 벡터

가 선형독립임을 증명한다.
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2. 랭크가=2인 3×2 행렬을 기준으로 [그림 4.1]을 다시 작성하라. 어떤 부분공간이 2(영벡터만 포

함)가 되는가? R2의 임의의 벡터 의 영공간 부분은 1
_
이
다

.

3. 다음 성질을 만족하는 행렬을 구성하라. 불가능한 경우에는 행렬을 구성할 수 없는 이유를 설명하라.

(a) 열공간은

1
2
3

 
1
2
3

-3를 포함하고, 영공간은 을 포함한다.

2

5

(b) 행공간은

2

3를 포함하고, 영공간은

(c) Ax = 의 해가 존재하고 AT

을 포함한다.

이다.

(d) 행렬 A의 모든 행은 모든 열과 직교한다(단, A는 영행렬이 아니다).

(e) 행렬의 모든 열을 더하면 성분이 모두 0인 열이 되고, 모든 행을 더하면 성분이 모두 1인 행이

된다.

4. AB=0이면 행렬 B의 열은 행렬 A의 안에 있다. 또 행렬 A의 행은 행렬 B의
-

안에 있다. AB=0인 경우, 왜 행렬 A, B는 랭크가 2인 3×3 행렬이 될 수 없는가?

다음 물음에 답하라.

(a) Az=b의 해가 존재하고 ATy=0일 때, (yTz=0) 혹은 (yTb=0)인가?

(b) ATy= (1, 1, 1)의 해가 존재하고 Az=0이면 (1. 1. 1)은 행공간과 영공간에 대해 어떤 성질

을 갖는가?

6. 해가 없는 임의의 연립방정식 Ar=b는 0-1 형태가 될 수 있다. 다음 세 방정식에 1. 2. 3

각각 곱한 다음 모두 더했을 때 0=1 형태가 되도록 하는 41. 52.3%를 구하라. 31. 32. g를 성분

으로 갖는 벡터 는 어떤 부분공간 안에 있는가? 내적 '6가 1이므로 해 그는 존재하지 않는다.

x+2y+225

2x+2y+32=5

5.

3z+4y+5z=9
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7. 해가 없는 임의의 연립방정식 Ar=b는 [문제 6]의 경우와 같다. 개의 방정식에 1. 을 각각

곱한 다음 모두 더하면 0=1 형태가 된다. 이 결과를 프레드홀름 대안(Fredholm's alternative)

이라 한다(벡터 b가 C(A) 안에 없으면, b의 일부는 N(AT) 안에 있다). 다음 둘 중 정확히 하나의

문제만 해를 갖는다.

Ax 0)

세 방정식 -2111-3-1에 31, 32, 33를 각각 곱한 다음 모두 더했을 때

0=10이 되도록 하는 31, 32, 33를 구하라. 그러면 이 연립방정식은 해를 갖지 않는다.

[그림 4.1]에서 Ar, 이 Ar와 같음을 어떻게 알 수 있는가? 또 벡터 Ar가 열공간 안에 있음을 어떻

게 알 수 있는가? A= = [11]이고 == [1] 이면 2, 은 무엇인가?

9.ATAz=0이면 Ar=0이다. 왜냐하면 Ar는 AT의 영공간 안에 있으며, A의 안에 있기

때문이다. 이 두 부분공간 사이에 어떤 관계가 성립하는가? 결론적으로 Ar=0 이고, 따라서 ATA와

A는 동일한 영공간을 갖는다.

8.

10. A가 대칭행렬일 때(ATA), 다음 물음에 답하라.

(a) 왜 열공간이 영공간과 직교하는가?

(b) Az=0, Az=52일 때, 어떤 부분공간이 '고유벡터(eigenvector)'2 1.2를 갖는가? 대칭행렬

은 20과 같이 직교하는 고유벡터 x 2를 갖는다.

11. [그림 4.1]을 그려서 행렬 A= -[32]. B= [30]에 대한 각 부분공간을 나타내라.

12. A= [1-3]. == [2]에 대해 적절한 .. 을 찾아서 [그림 4.1]을 그려라.

※ [문제 13~23]은 직교하는 부분공간에 관한 문제이다.

13. 두 부분공간 V. W의 기저벡터를 각각 행렬 V와 V의 열에 넣는다. 두 부분공간 V. W가 직교하는

부분공간인지를 확인하는 판정법이 'VTW=(영행렬)'인 이유를 설명하라. 이는 . W가 직교벡터인

경우 'w=0을 만족한다는 사실과 유사하다.

2 (편집자) 고유벡터에 대해서는 6장에서 자세히 설명한다.
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14. 바닥 V와 벽 W는 직교하는 부분공간이 아니다. 왜냐하면 두 부분공간이 서로 만나는 선을 따라

영벡터가 아닌 벡터를 공유하기 때문이다. R'의 어떤 두 평면 V. W도 서로 직교할 수 없다. 다음

두 행렬의 열공간에 모두 속하는 벡터를 구하라. 이 벡터들은 벡터 Ar와 Bi으로 표현될 것이다.

3×4 행렬 [A B]를 이용해 생각해보자.

1 2 5 4

A=13 B=63

1 2 5 1

15. [문제 14]를 차원 부분공간 V와 4차원 부분공간 W로 확장하자. V와 W의 교집합의 원소가 영벡

터가 아닌 벡터라는 사실을 보장하는 (p+g)에 대한 부등식을 구하라. 두 부분공간 V, W는 서로

직교할 수 없다.

16. 식 (2)의 행렬 용어를 이용해 N(AT)의 벡터 가 열공간의 모든 벡터 Az와 직교함을 증명하라.

ATy=0에서 시작하라.

17. S가 영벡터만 포함하는 R의 부분공간일 때, S'은 무엇인가? S가 벡터 (1. 1. 1)로 생성되는 경우,

S은 무엇인가? S가 두 벡터 (1, 1, 1), (1, 1, -1)로 생성되는 경우, S의 기저는 무엇인가?

18. S는 두 벡터 (1, 5, 1), (2, 2, 2)만 포함한다(부분공간이 아님). 그러면 S'은 어떤 행렬 A의 영공

간인가? S는 부분공간이 아니더라도 S'은 부분공간이다.

19. L은 R3 안의 1차원 부분공간(직선)이다. L의 직교여공간 L'은 L과 직교하는_차원 부분공간이

다. 그러면 (L)'은 L과 직교하는_차원 부분공간이다. 사실 (L)'은 와(과) 동일하다.

20. V를 R 전체 공간이라 가정하자. 그러면 Vㅗ은 단지 _만 포함한다. 따라서 (V)'은

_이다. 따라서 (V)'은 와(과) 동일하다.

21. S는 두 벡터 (1, 2, 2, 3), (1, 3, 3, 2)로 생성된다. S'을 생성하는 두 벡터를 구하라. 이 문제는

어떤 행렬 A에 대해 Ar=0 을 푸는 것과 같은가?

22. P가 R' 안에서 2+2+3+2=0을 만족하는 벡터들의 평면일 때, Pㅗ의 기저를 구하라. 또한

P를 영공간으로 갖는 행렬을 구하라.

23. 부분공간 S가 부분공간 V에 포함될 때, S+이 Vㅗ을 포함하는 이유를 설명하라.

217



※ [문제 24~28]은 직교하는 열과 행에 관한 문제이다.

24. "× 행렬 A가 가역행렬이라 가정하자(AA). 그러면 A'의 첫 번째 열은 행렬 A의 어떤

행이 생성하는 공간과 직교하는가?

25. 행렬 A의 열들이 서로 직교하는 단위벡터일 때, ATA를 구하라.

26. 모든 열이 서로 직교하고 어떤 성분도 0이 아닌 3X3 행렬 A를 만들어라. 그리고 ATA를 계산하라.

ATA는 왜 대각행렬이 되는가?

27. 두 직선 3x+y = bj과 6z+2y=b는 서로 어떤 관계인가? 만약 이면 두 직선은 서로 일치

한다. 이 경우 벡터 (by. b2)는 어떤 벡터와 직교하는가? 두 직선의 방정식으로 만들어지는 행렬의

영공간은 직선 3x+y=_이다. 이 영공간의 특정 벡터 하나는 _이다.

28. 다음 명제가 거짓인 이유를 제시하라.

(a) (1, 1, 1)은 (1,1,-2)와 직교하므로, 두 평면 x+y+z=0과 z+y-2z=0은 직교하는 부분

공간이다.

(b)(1, 1, 0, 0, 0)과 (0, 0, 0, 1, 1)에 의해 생성되는 부분공간은 (1, -1, 0, 0, 0)과 (2, -2, 3, 4,

-4)에 의해 생성되는 부분공간의 직교여공간이다.

(c) 영벡터에서만 만나는 두 부분공간은 서로 직교한다.

29. 벡터 = (1, 2, 3)이 행공간과 열공간 안에 있는 행렬 A를 구하라. 또 벡터 가 영공간과 열공간

안에 있는 행렬 B를 구하라. 벡터 ♥를 공유할 수 없는 부분공간 쌍은 무엇인가?

30. A는 3×4 행렬, B는 4×5 행렬이고 AB= 0이라 하자. 그러면 N(A)는 C(B)를 포함한다. N(A)

와 C(B)의 차원을 이용해 rank(A)+rank(B) ≤ 4임을 증명하라.

31. 명령어 N=null(A)가 행렬 A의 영공간의 기저를 만든다고 가정하자. 그러면 명령어 B=null(NT)

는 행렬 A의 _의 기저를 생성한다.

32.R²의 영벡터가 아닌 네 벡터, #, c, 10이 2×2 행렬 A의 4가지 기본 부분공간 C(AT), N(A),

C(A), N(AT)의 기저벡터가 되기 위한 조건은 무엇인가?

33. R'의 영벡터가 아닌 8개의 벡터 C CI 12가 4x4 행렬의 4가지 기본 부분공

간의 기저벡터가 되기 위한 조건은 무엇인가?

-
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4.2 직선과 부분공간 위로의 사영

1. 벡터 6의 벡터 4 방향 직선 위로의 사영은 직선에서 벡터 b와 가장 가까운 점 p=a

이다.

2. 오차벡터e=b-p는 벡터 Q와 직교한다. 직각삼각형 bpe는 ||p||+|le||=||||'을

만족한다.

3. 벡터 b의 부분공간 S 위로의 사영은 부분공간 S 안에서 벡터 b와 가장 가까운 벡터 pl

다. b-p는 S와 직교한다.

4. 행렬 A가 선형독립인 열을 가질 때, ATA는 가역인 대칭행렬이다(N (ATA)=N(A)).

5. 벡터 b의 열공간 C(A) 위로의 사영은 벡터p=A(ATA) 'ATb이다.

6. C(A) 위로의 사영행렬(projection matrix)은 P=A(ATA) 'A'이다. 그리고 p= Pb.

p2=P=p이다.

부분공간 S 위로의 사영은 쉽게 시각화할 수 있다. 벡터 b는 S 안에서 가장 가까운 점 p로 사영

된다. 그러면 오차벡터e=b-p는 부분공간 S와 직교한다. 만약 행렬 A가 선형독립인 열을

갖는다면, 벡터 b의 C(A) 위로의 사영은 P=A(ATA) 'ATb이다. 여기서 사영행렬 P=

A(ATA) 'AT는 대칭행렬이다. 사영행렬의 특별한 성질은 P2P이다. 즉 두 번째 사영은

pp로 사영하므로 아무것도 변하지 않는다.

특별히 좋은 성질을 가진 부분공간의 경우, 사영행렬 P를 확인할 수 있다. 다음 질문을 통해

확인해보자.

● 벡터 b= (2, 3, 4)의 2축과 zy-평면 위로의 사영은 무엇인가?

② 어떤 행렬 P1. P2가 직선과 평면 위로의 사영을 만드는가?

벡터 b가 직선 위로 사영되면, 사영 p는 벡터 b의 해당 직선 방향 부분이 된다. 벡터 b가 평면

위로 사영되면, 사영 p는 벡터 b의 해당 평면 방향 부분이 된다. 사영 p는 Pb이다.

2축 위로의 사영을 p 이라 하고, zy-평면 위로의 사영을 P2라 하자. 벡터 b= (2,3,4)를 2축

위로 사영하면 p= (0,0.4)이다. 또한 벡터 b= (2.3.4)를 zy-평면 위로 사영하면

P2= (2.3.0)이다. P. 이 벡터 b의 2축 방향 부분이고, P2가 벡터 b의 zy-평면 방향 부분이다

([그림 4.2] 참고).
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사영 P=Pib=0

[0 0 0

Pi= 0 00

00 1

P₂ =

I

P2=P2b=y

0

[그림 4.2] P+P=1. P, P = 0을 만족하는 사영 P = Pb 와 D2=Pb

사영행렬 P, P2는 3X3 행렬이다. 사영행렬과 3개의 성분을 가진 벡터 b를 곱하면 3개의 성분

을 가진 사영 p가 만들어진다. 직선 위로의 사영행렬은 랭크가 1이고, 평면 위로의 사영행렬은

랭크가 2이다.

[000] [100]

z축 위로의 사영행렬: Pl =000

001

xy-평면 위로의 사영행렬: P2 = 010

000

사영행렬 P은 모든 벡터의 2축 성분을 뽑아낸다. 사영행렬 P2는 모든 벡터의 축 성분과 y축

성분을 뽑아낸다. 벡터 b의 사영 P1과 2를 구하기 위해서는 다음과 같이 6에 각각 사영행렬

P과 P2를 곱하면 된다(참고로 벡터는 소문자 p로, 행렬은 대문자 P로 표기한다).

I [100] I I

P=Pb=000 y = P2=P2b=010 y = y

10 0 [000] 2.

이 경우 사영 p과 P2는 서로 직교한다. ry-평면과 2축은 방의 바닥면과 위쪽으로 항하는 벽의

직선과 같이 서로 직교하는 부분공간이다.

직선과 평면은 단순히 직교하는 것을 넘어, 서로 직교여공간이다. 두 공간(직선, 평면)의 차원을

더하면 1+2=3이다. 전체 공간 R'의 모든 벡터 b는 두 부분공간에서의 벡터 b의 두 부분의

합이다. 사영 (0, 0, 2), (z, y, 0)은 정확히 벡터 6의 두 부분이다.

벡터들은 P1+P2= b를 만족하고, 행렬들은 P+P2= 1, PP2 = 0을 만족한다. (1)

이 예를 통해 우리의 목표를 달성했다. 어떤 직선이든, 어떤 평면이든, R" 안의 어떤 "차원 부분

공간이든 동일한 목표를 갖는다. 여기서 목표는 각 부분공간에서 부분 p를 찾고, 부분 p= Pb를

생성하는 사영행렬 P를 찾는 것이다. R의 모든 부분공간은 해당하는 mxm 사영행렬 P를 포

함한다.

-
4장 직교성220



부분공간을 설명하는 가장 좋은 방법은 기저를 제시하는 것이다. 기저벡터들은 행렬 A의 열에

넣는다. 이제 행렬 A의 열공간 위로 사영한다. 축은 3×1 행렬 A의 열공간이다. zy-평면은

행렬 A의 열공간이다. 이 평면은 행렬 A의 열공간이기도 하다(부분공간의 기저는 많다. 따라

서 D2=P3. P2=P3이다.

[1 2

AL == Az = Ag=23

[00]

이제 생각해볼 문제는 mx " 행렬의 열공간 위로 임의의 벡터 6를 사영하는 것이다. 우선 직선

(1차원)으로 시작하자. 이 경우 행렬 A는 오직 하나의 열만 갖는다. 이 열을 따라 하자.

직선 위로의 사영

a= (a₁. 4) 방향의 직선은 원점을 지난다. 이 직선 위에서 벡터 b= (61, 6mm)과 가장

가까운 점 p를 찾고자 한다. 사영의 핵심은 직교성이다. 6에서 p까지의 직선은 벡터 4와 직교한다.

이 직선은 [그림 4.3(a)]에서 점선으로 나타낸 오차벡터e=b-p이다. 이제 p를 유도해보자.

1
오차벡터

le=b-p
P = A₁

ать

=A(ATA)-LATO

P p=a=

= Pb

aTa

P

S

(a) 직선 위로의 사영
(b) S 위로의 사영

[그림 4.3] 직선과 S(A의 열공간) 위로의 벡터 b의 사영 p

사영 p는 a의 상수배가 될 것이다. p=ia는 'x 햇(hat)과 a의 곱'으로 읽는다. 을 계산하면

p를 알 수 있다. 그런 다음 p를 구하는 공식에서 사영행렬 P를 구한다. 이 3단계로부터 모든

사영행렬을 찾는다(을 구하고 벡터 p를 구한 다음, 행렬 P를 구한다).

점선 b-p는 '오차벡터'e=b-ia이다. e=b-a는 a와 직교한다. 이 사실을 이용해 눈을

구해보자. b-ia와 4가 직교한다는 사실을 이용한다(즉 두 벡터의 내적이 0이다).

4.2 직선과 부분공간 위로의 사영
-
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b를 4위로 사영

이때 오차벡터는 e-6-24
a.b aTb

=

a (b-a)=0a b-a a=0

a.a aTa

QT6는 Q. b와 같다. 다만 ab 형태는 행렬에도 적용할 수 있으므로 더 유용하다. 공식

aTb
2 == -를 통해 사영 p= a를 알 수 있다.

aTa

벡터 b의 벡터 4 방향 직선 위로의 사영은 D=5a=a100-Q이다.

aTb

. 특별한 경우 2b=Q이면 = 1이다. 이때 벡터 2의 4 위로의 사영은 자기 자신이다.

(Pa=a).

a

특별한 경우 2 : b와 4가 직교하면 4b=0이다. 이때 사영은 p=0이다.

EX 1 b= 을 4= 위로 사영하여, [그림 4.3]에서 p=ia를 찾아보자.

숨은
5

=

aTa
이다. 따라서 사영은 p= 30이다. 6와 사이의 오차벡터는 e=b-pol

다. p와 e를 더하면 6= (1, 1, 1)이 된다.

D= •4=

5 10 10

9 9
e=b-p=

15

오차벡터 e는 Q= (1, 2, 2)와 직교한다. 즉 ea=

(2)

4 2 2

-

9

= 0이다.
9 9 9

b. p, e를 세 변으로 갖는 직각삼각형을 생각해보자. 벡터 b는 직선 방향 부분 p 와 이 직선

과 직교하는 부분 '로 분할된다. 두 부분 p와 e의 크기는 각각 lp||=|||| cose와

|||||||| sin이다. 삼각법에 따라 내적에 대해 다음이 성립한다.

a'b

D= -4의 길이는 ip||=
a a

|| || || || cose

||a||2
-|| ||=|||| cos이다.

T

내적을 이용한 계산은 cos와 b의 길이를 이용해 ||p||=|||| cose를 계산하는 것보다 훨

씬 간단하다. 실제 수치를 보면 cose= ||||=√3에는 제곱근이 있지만, 사영

5a

9

p= 에는 제곱근이 없다. 따라서
a a

5

3/3

2를 이용하면 그라는 결론을 쉽게 얻을 수 있다.

(3)

4장 직교성
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이제 사영행렬이 등장한다. p를 구하는 공식에서 6에 어떤 행렬을 곱해야 하는가? 눈을 4의 오른

쪽으로 하면 사영행렬을 더 정확히 확인할 수 있다.

사영행렬 P 사영행렬이 P=

aat

T
-일 때, 사영은 p=45-4

aTb
= Pb

a a

T

a a

사영행렬 P는 열과 행의 곱이다. 여기서 열은 "이고, 행은 "이다. 이렇게 둘을 곱한 결과를a

수 QQ로 나눈다. 사영행렬의 크기는 mxm이지만 랭크는 1이다. 즉 1차원 부분공간인 직선

위로 사영하는 것이다. 이 직선은 사영행렬 P의 열공간이다.

EX 2 벡터 4= 방향의 직선 위로 사영하는 사영행렬 P:
aa T
T

a a

= -를 구해보자. 우선

a열 Q와 행 4를 곱한 결과를 aa=9로 나눈다.

사영행렬 P=
1

[1 2 2]

at
= 2 [122]=1 2 4 4

a
[2 4 4]

사영행렬 P는 임의의 벡터 b를 4위로 사영한다. [EX 1]의 벡터 b= (1, 1, 1)에 대해

p = Pb임을 확인하면 다음과 같다.

[1 2
1

D=Pb= 10

2 4 4

-p=
1

10 =

10

가 2배가 되어도 사영

행렬 P는 그대로 유지된다. 즉 사영행렬 P는 벡터를 여전히 동일한 직선 위로 사영한다.

사영행렬의 제곱 P'은 P와 같다. 왜냐하면 두 번 사영해도 아무것도 변하지 않기 때문이다

(P2P). 행렬 P의 주대각성분의 합은 (1+4+4)=1이다. 그리고 ep=0이다.

항등행렬 / 에 대해 행렬 - P도 사영행렬이어야 한다. 이 행렬은 삼각형의 다른 변 e를 생성한

다. P가 하나의 부분공간 위로 사영할 때, I-P는 그 부분공간과 직교하는 부분공간 위로 사

영한다. 즉 1-P는 4와 직교하는 평면(직교여공간) 위로 사영한다.

이제 직선 위로의 사영을 넘어, R의 2차원 부분공간 위로의 사영에 대해 알아보자. 중요한 공식

은식 (5), (6), (7)에 등장한다. 이 3가지 식은 기본적으로 꼭 기억해두어야 한다.

4.2 직선과 부분공간 위로의 사영 -223



부분공간 위로의 사영

RW 안의 "개의 벡터 41..... 4„으로 시작한다. 41. ... 4은 선형독립이라고 가정하자. 여기

서 문제 하나를 제시한다. "주어진 벡터 6와 가장 가까운 선형결합 p= 21a1+ ...

구하라." 우선 R 안의 벡터 b를 41, ..., 4„으로 생성되는 "차원 부분공간 위로 사영한다.

"=1(하나의 벡터 41)인 경우, 위와 같은 사영은 직선 위로의 사영이다. 그리고 이 직선은 단

하나의 열만 갖는 행렬 A의 열공간이다. 일반적으로 행렬 A는 2개의 열 41, ... 4을 갖는다.

R" 안에서의 선형결합은 열공간의 벡터 Az이다. 우리는 벡터 6와 가장 가까운 선형결합

p = Ai(사)을 찾고자 한다. 위의 '(hat) 표기는 열공간 안에서 가장 가까운 벡터를 제공하

는 최적의 선택임을 의미한다. "= 1인 경우, 그 최적의 선택은 호 -이다. 이제 ">1인
aa

경우에 대한 최적의 선택 2 = (2..... 2„)을 찾아보자.

앞서 '직선 위로의 사영'에서 살펴본 3단계로 "차원 부분공간 위로의 사영을 계산하고자 한다.

즉 (S) 안에서 벡터 을 구하고, (C) 안에서 사영 p= A²을 구한 다음, (T) 안에서 사영행렬

P를 구해보자.

핵심은 기하학에 있다. [그림 4.3]의 점선은 벡터 b로부터 부분공간 안에서 벡터 6와 가장 가까운

지점인 p= A²을 지난다. 오차벡터 b-A'은 부분공간과 직교한다. 따라서 오차벡터 b-Ai

은 부분공간의 모든 벡터 41, ・・・ 4„과 직교한다. 이 2개의 벡터가 이루는 직각에 대한 식은 다

음과 같이 에 대한 2개의 방정식을 유도한다.

a (b-Ax)=0 α,

또는 Ax

a (b-Ax)=0
이이 또는 ATAR=ATB

4'들을 행으로 갖는 행렬은 A"이다. "개의 방정식은 정확히 AT(b-A²)=0이다. AT(6-

Ai)=0 을 잘 알려진 형태로 다시 작성하면 ATA²=ATb이다. 이는 "에 대한 방정식이며

계수행렬이 ATA이다. 이제 2, p, P를 순서대로 구할 수 있다.

장. 직교성
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다음 세 방정식 (5), (6). (7)은 사영의 핵심이다.

(×1 크기의) 구하기

b와 가장 가까운 선형결합♪=ia+ ... 수 있다.

AT(b-A)=0 또는 ATAR=AT6 (5)

대칭행렬 ATA의 크기는 "X"이다. 41,..., 4, 이 선형독립이면 ATA는 가역행렬이다.

따라서 ATA²=ATb의 해는 = (ATA) 'AT6이다. 벡터 6의 부분공간 위로의 사영

은 p이다.

(mx1 크기의)p 구하기

+= A은 숨을 구하면 알

P=AFA(ATA) 'ATO (6)

사영행렬 P는 식 (6)에서 벡터 6에 곱해진 행렬이다.

(mxm 크기의) P 구하기 P=A(ATA)-'AT (7)

행렬 A의 열이 하나만 있는 경우, 직선 위로의 사영과 비교해보자(ATA=QQ의 크기는 1x1

이다).

aTb aTb aaT

= 1인 경우 D=a P=

aTa
T

a'a aa

식 (8)은 식 (5), (6). (7)과 동일하다. 수 aa는 행렬 ATA가 된다. 각 계산에서 수인 경우

에는 그 수로 나누고, 행렬 ATA인 경우에는 역행렬을 구한다. 열 41, ..., 4„가 선형독립이면

ATA는 가역행렬이다.

핵심은 정규방정식(normal equation) AT(b-A²)=0을 해결하는 단계이다. 여기서 우리는 기

하적 사실(오차벡터 e는 각 벡터 2와 직교)을 이용했다. 선형대수학은 다음과 같이 '정규방정식'

을 매우 빠르고 아름다운 방법으로 도출한다.

• 부분공간 C(A)는 행렬 A의 열공간이다.

② 오차벡터e=b-A²은 열공간과 직교하는 부분공간 N (AT) 안에 있다.

위 내용은 AT(b-A²)=0을 의미한다. 좌영공간 N (AT)는 사영에서 아주 중요하다. 좌영공

간 N (AT)에는 오차벡터e=b-A²이 포함된다. 벡터 b는 사영 p와 오차벡터e=b-p로 분

해된다. 사영은 변 p. e. b로 이루어진 직각삼각형을 생성한다.

(8)
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[10]

EX3 A=1 |이고 6=| 1일 때, 2, p. P를 구해보자. 우선 제곱행렬 ATA와 벡

터 AT6를 구하면 다음과 같다.

0
[33]

ATA= == ATb=
[1 1 1]

0 1 2
[8]

1 2

이제 정규방정식 AT AR=ATb를 풀어서 숨을 구하면 다음과 같다.

선형결합

=> 2 = [3]

p= A²은 벡터 b를 행렬 A의 열공간 위로 사영한 것이다.

(9)

p=5 -3 => 오차벡터e=b-p= 2 (10)

위 계산을 통해 2가지 사실을 확인해보자. 첫째, 오차벡터e= (1, 2, 1)은 두 열벡터

(1, 1, 1), (0, 1, 2)와 직교한다. 둘째, 행렬 P와 벡터 b= (6, 0, 0)의 곱은 p= (5.2, -1)

이다. 즉 P를 구하면 특정 벡터 b를 곱함으로써 곧바로 p를 구할 수 있다.

사영행렬은 P=A(ATA) 'A'이다. AT A의 행렬식은 15-96이다. 그러면 2×2 행

렬 ATA의 역행렬은 쉽게 구할 수 있다. 따라서 A(ATA) AT를 계산하면 다음과 같이

사영행렬 P를 구할 수 있다.

52

(
A
T

A
)
-
1

 

=

5

P= 22 2
6-3

1 2 5

(11)

두 번 사영한다고 해서 첫 번째 사영의 결과가 바뀌지 않으므로 p²=P여야 한다.

단, 행렬 P=A(ATA) 'A'를 계산할 때 주의할 점이 있다. (ATA)'를 A-'와 (AT)'의

곱으로 나누어 생각할 수 있다. 만약 이 실수를 하고 P를 구하는 식에 대입한다면

P=AA-1(AT)-'A'가 된다. 그러면 모든 항이 상쇄되어 P=I가 된다. 이제 왜 이런 잘못

된 결과가 나왔는지 알아보자.

A는 직사각행렬이다. 즉 A의 역행렬은 없다. > 개인 경우에는 A'가 존재하지 않으므로

(ATA)'를 A-'와 (AT)'로 나눌 수 없다.
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경험상 직사각행렬에 관한 문제는 항상 ATA로 이어진다. mX" 행렬 A의 열이 선형독립일 때,

AA는 가역행렬이다. 이 결과는 매우 중요하므로 다음과 같이 증명하고자 한다.

ATA가 가역행렬일 필요충분조건은 행렬 A의 열이 선형독립인 것이다.

증명

ATA는 "X" 정사각행렬이다. 행렬 A의 열이 선형독립일 때, A의 영공간은 오직 영벡터만

포함한다. 이때 ATA가 행렬 A와 동일한 영공간을 가지면 ATA는 가역행렬이 된다. 이에 따라

모든 행렬 A에 대해 ATA가 행렬 A와 동일한 영공간을 가짐을 보임으로써 주어진 명제를 증

명할 것이다.

A를 임의의 행렬이라 하자. 그가 행렬 A의 영공간 안에 있다면 Ar=0 이다. 이 식의 양변 왼쪽

에 AT를 곱하면 ATAz=0이 된다. 따라서 는 ATA의 영공간 안에 있다.

이제 ATA의 영공간에서 시작해보자. ATAz=0에서 시작해서 Az=0임을 증명해야 한다.

그러나 일반적으로 존재한다고 확답할 수 없는 (AT)'를 식 AT Ar=0의 양변 왼쪽에 곱할

수는 없다. 양변 왼쪽에는 다음과 같이 "를 곱하기만 하면 된다.

(xT) AT Ax=0 또는 (Ax) (Ax)=0 또는 || A |20 (12)

위 식을 통해 ATAz=0이면 Az의 길이가 0임을 보였다. 그러므로 Az=0이다. 따라서 행렬

A의 영공간 안에 있는 모든 벡터 는 ATA의 영공간 안에 있다. ATA의 열이 선형종속인 경

우. 행렬 A의 열도 선형종속이다. 또한 AA의 열이 선형독립인 경우, 행렬 A의 열도 선형독립

이다. 이 경우 ATA는 가역행렬이다. 따라서 다음이 성립한다.

행렬 A의 열이 선형독립일 때, ATA는 가역행렬, 대칭행렬, 정사각행렬이다. "

다시 강조하면, ATA의 크기는 (nxm)x(mxn)이다. 그러면 ATA는 "X" 정사각행렬이다.

또한 (ATA)=AT(AT)T=ATA이므로, ATA는 대칭행렬이다. 조금 전 행렬 A의 열이

선형독립이면 ATA가 가역행렬임을 증명했다. 다음 예를 통해 선형종속인 열과 선형독립인 열의

차이를 살펴보자.

AT A AT A

1 2

1 01

2=
[2 2 0

00

선형종속 특이행렬

AT A ΑΤΑ

22012=
10 1]

1 2

선형독립 가역행렬

01
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지금까지 살펴본 내용을 간단히 요약해보자. 사영p=ia,+ +ima„을 구하려면 ATAR

=ATb를 풀어야 한다. 을 구하면 사영은 p= A²이고 오차벡터는e=b-p=b-A이다.

사영행렬 PA(ATA)' 'A'를 알면 사영 p= Pb를 구할 수 있다. 사영행렬 P는 P=1일

때만 가역행렬이다. 사영행렬 P는 P2P를 만족한다. 벡터 6에서 부분공간 C(A)까지의 거리

는 llell이다.

핵심 아이디어 리뷰

벡터 b의 벡터 4 방향 직선 위로의 사영은 p=a²=a -이다.

aTa

T

aa

2 랭크가 1인 사영행렬 P= -와 벡터 b를 곱하면 사영 p가 생성된다.
aTa

② 벡터 b를 부분공간 위로 사영하면 부분공간과 직교하는 e=b-p를 얻는다.

OX" 행렬 A가 최대 랭크 "을 가질 때, ATA²=ATb를 풀면 과p=A을 얻는다.

● 사영행렬 P=A(ATA)-'AT에 대해 PT=P, P2P, Pb=p가 성립한다.

4.2 확인문제

4.2A_b=(3.4.4)를 4(2. 2. 1) 방향의 직선 위로 사영하고, 4(1.0.0)을 포함하는 평면 위로 사

영하라. 첫 번째 오차벡터 b-p가 4와 직교하는지 확인하고, 두 번째 오차벡터e=b-p'가'와

직교하는지 확인하라. 4와 4'를 포함하는 평면 위로의 사영에 대한 3x3 사영행렬 P를 구하라.

그리고 이 평면 위로의 사영이 p=0이 되는 벡터를 구하라.

a

풀이

b=(3.4.4)를 a= (2. 2. 1) 방향의 직선 위로 사영하면 p=2이다.

18

T

a a

직선 위로의 사영 p= a= (2. 2. 1) (4. 4. 2)=2a
9

오차벡터e=b-p=(-1.0.2)는 a=(2, 2, 1)과 직교한다. 따라서 사영 p를 정확히 구했음을

알 수 있다.

a = (2,2,1)과 '= (1,0,0)을 포함하는 평면은 행렬 A = [44]의 열공간이다.

2 1

A=2

1 0.

ATA=2]. (ATA)'
5-2

1
[10 0
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이제 p= Pb= (3, 4.8.2.4)이다. 오차벡터e=b-p'= (0,-0.8.1.6)은 4,4'와 직교한다. 오

차벡터'는 P의 영공간 안에 있다. 따라서 ''의 사영은 0이다. 이때 P2=P=PT임에 주목하자.

4.2B 맥박이 분당 70회로 측정된 후, 80, 120으로 측정된다고 가정하자. 이 결과를 표현하는

세 방정식은 Ar=b이다. 여기서 그는 하나의 미지수이고, AT=[111], 6=(70,80.120)이다.

가장 정확한 맥박 초은 70, 80, 120의 _이다. 미적분과 사영을 이용해 다음을 유도해보자.

dE

dx

=0을 풀어서 E=(-70)2+(z-80)2+(2-120)'을 최소화하는 그를 구한다.

b=(70, 80, 120) 4 = (1, 1, 1) 위로 사영하여 평균 90을 구한다.a =

4.2C bi.b2 bg의 평균 를 알고 있다고 가정하자. brow이 추가되면, 다음과 같이 새로운 평균

i new fol와 불일치 61000-20m의 선형결합이다.

6,+ +6,000_bi+ +b999
Inew 1000 999

1

1000

b₁₂+
...

+ 161000
999

위 식은 이득행렬(gain matrix)
1000

Inew = old +
1

100010,000-

+b999

・을 갖는 '칼만 필터(Kalman filter)'로 다음과 같다.

4.2 연습문제

0. 사영행렬 P는 P2P를 만족한다. 덧붙여 대칭 조건 PT=P를 만족함에 따라 이 경우의 영을

•직교사영(orthogonal projection)'이라고도 한다. 다음 물음을 통해 직교사영의 의미를 이해해

보자.

(a) P = = [01]. 1-2-11-11 일 때, P=P이고 (I-P)'=1-P임을 확인하라.1-P=

(b) P와 I-P의 열공간 안에 있는 벡터 ㅂ. w를 찾으라. 두 열공간은 서로 직교하는가?

(C) P2P.PT=P이면 Po와 (I-P)의 내적이 0이 됨을 보여라. 즉 PT(1-P)w=0임을

보여라. 따라서 사영은 직교한다.

요약

사영 p= Pb가 오차벡터e=b-p와 직교하려면 p2=P=PT여야 한다.
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※ [문제 1~9]는 직선 위로의 사영 p. 오차벡터e=b-p. 사영행렬 P에 관한 문제이다.

1. 벡터 b를 벡터 4 방향의 직선 위로 사영하라. 그리고 오차벡터 가 2와 직교하는지 확인하라.

(a) b: a= (b) b= 3 a=

2. 벡터 b의 벡터 4 위로의 사영을 그림으로 나타내고, p=2a 형태로 표현하라.

(a) b= a=

sin

(b) b== [1] = [-1]

3. [문제 1]에서 각 벡터 & 방향 직선 위로의 사영행렬 P=. -를 구하라. 두 경우 모두에 대해
aTa

P2P임을 확인하라. 그리고 각 경우에 대해 Pb를 계산하여 사영 p를 구하라.

4. [문제 2]에서 각 벡터 & 방향 직선 위로의 사영행렬 P.. P2를 구하라. 그리고 (P,+P2)2=Pi+P3

인지 확인하라. 이 식은 P.P2 = 0일 때 성립할 것이다.

5. 두 벡터 41 = (-1,2,2), 42= (2.2, -1) 방향 직선 위로의 사영행렬 P. P2를 각각 구하라. 두

사영행렬 P.. Pa를 곱하고, 두 행렬의 곱이 무엇을 의미하는지 설명하라.

6. 벡터 b= (1.0.0)을 [문제 5]의 벡터 41, 42 방향 직선 위로 사영한 P. P2를 각각 구하라. 또한

벡터 b= (1, 0, 0)을 벡터 43 = (2, -1, 2) 위로 사영한 P도 구하라. 세 사영의 합 P+P2+ps를

구하라.

7. [문제 5]~[문제 6]의 과정을 계속해서 43 = (2, -1.2) 위로 사영하는 사영행렬 PJ를 구하라. 그리

고 P+P2+P3=임을 확인하라. 이 식은 기저벡터 41 42 4가 서로 직교하기 때문에 성립한다.

8. 벡터 b= (1, 1)을 벡터 4 = (1.0), 42= (1, 2) 방향 직선 위로 사영한 P. P2를 각각 구하라. 사영

Pipe를 그림으로 나타내고 합P,+P2를 구하라, 벡터 41, 42는 서로 직교하지 않으므로, D,+P는

벡터 b가 되지 않는다.

9. [문제 8]에서 벡터 b의 4, 4가 속한 평면 위로의 사명은 b이다. 가역행렬 A= [a, a2] = [02]에

대한 사영행렬 P=A(ATA) 'A'를 구하라,
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10. 벡터 4 = (1.0)을 벡터 42= (1.2) 위로 사영하라. 그리고 사영 결과를 다시 벡터 4, 위로 사영하라.

두 사영을 그림으로 나타내고, 사영행렬의 곱 P.P를 구하라. 이렇게 곱한 결과도 사영이 되는가?

221

122

Pa

[그림 4.4] [문제 5~7] 직교하는 41, 42 43

==

= [2]

[그림 4.5] [문제 8~10] 직교하지 않는 41 42 43

※ [문제 11~21]은 부분공간 위로의 사영과 사영행렬에 관한 문제이다.

11. mx 행렬 P가 R™ 안의 벡터를 부분공간 S 위로 사영한다고 할 때, 행렬 P의 4가지 기본 부분공

간을 구하라.

12. ATAG=ATB를 풀고 p= Ac을 계산하여 벡터 b를 행렬 A의 열공간 위로 사영하라. 그리고

e=b-p를 계산하라. 오차벡터는 행렬 A의 열과 직교해야 한다.

b=14
(a) A= b=3

10 0

(b) A=11

1

13. [문제 12]의 열공간 위로의 사영행렬 P. P2를 구하라. 그리고 Pb가 사영 P. 이 됨을 확인하라. 또

한 P=P2임을 확인하라.

14. (꼭 풀어볼 만한 문제) A를 4×4 항등행렬에서 마지막 열을 제거한 행렬이라 가정하자. 따라서 A는

4×3 행렬이다. 벡터 b= (1, 2, 3, 4)를 행렬 A의 열공간 위로 사영하라. 사영행렬 P는 어떤 형태이

며 무엇인가?

15. 벡터 b는 행렬 A의 첫 번째 열에 2를 곱한 것이다. 벡터 b의 행렬 A의 열공간 위로의 사영을 구하라.

이 경우 P=1인가? b= (0.2.4)이고 행렬 A의 열이 (0. 1. 2), (1, 2, 0)일 때, 사영 p와 사영행렬

P를 구하라.

4.2 연습문제
-
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16. 행렬 A가 2배가 되면 사영행렬은 P=2A(4ATA) 'A'가 된다. 이는 A(ATA) 'AT와 같다. 행렬

2.A의 열공간과 행렬 A의 열공간 사이에 어떤 관계가 성립하는가? 숨은 행렬 A와 2.4에 대해 동일한

가?

17. 두 벡터 (1, 2, -1), (1, 0, 1)의 선형결합들 중 어떤 것이 벡터 b= (2. 1. 1)과 가장 가까운가?

18. (중요한 문제) P2=P이면 (I-P)'=1-P임을 보여라. 사영행렬 P가 행렬 A의 열공간 위로 사

영할 때, I-P 위로 사영한다.

19. 다음 물음에 답하라.

(a) P가 벡터 (1.1) 방향의 직선 위로 사영하는 2×2 행렬일 때,

I-P 위로 사용하는 행렬이다.

(b) P가 벡터 (1, 1, 1) 방향의 직선 위로 사영하는 3x3 행렬일 때,

I-P는 위로 사영하는 행렬이다.

20. 평면-y-2z=0 위로의 사영행렬을 찾기 위해, 해당 평면 위에서 두 벡터를 선택하여 행렬 A의

열로 만들어라. 그러면 해당 평면은 행렬 A의 열공간이 될 것이다. PA(ATA)-'A'를 구하라.

21. [문제 20]과 동일한 평면-y-2z=0 위로의 사영행렬 P를 찾기 위해, 해당 평면과 직교하는 벡

T
ee

터 e를 찾으라. 그리고 사영행렬 Q= -와 P=1-Q를 구하라.

※ [문제 22~27]에서는 사영행렬 P가 P2=P와 PT=P를 만족함을 보인다.

22. 행렬 P=A(ATA)-'A'를 자기 자신과 곱하고(P²), p2=P임을 증명하라. PB의 사영인 P(Pb)

가 Pb와 항상 같은 이유를 설명하라.

23. PT를 계산하여 P=A(ATA)-'AT가 대칭행렬임을 증명하라. 대칭행렬의 역행렬은 대칭행렬임을

기억하라.

24. A가 가역인 정사각행렬이면, [EX 3]의 바로 뒤에서 (ATA)'의 분할에 대해 설명한 주의사항이 적

용되지 않는다. 즉 AA-1(AT)-ATI가 성립한다. A가 가역행렬일 때, 왜 P=/가 성립하는가?

이때 오차벡터 는 무엇인가?

=
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25. AT의 영공간은 열공간 C(A)와 어떤 관계인가? 만약 ATb=0이면, 벡터 b의 C(A) 위로의 사영은

_이어야 한다. A(ATA) 'ATb=p임을 확인하라.

26. R의 차원 부분공간 S 위로의 사영행렬 P의 랭크는r="이다. 그 이유는 사영 PB가 부분공간

S를 채우기 때문이다. 그러므로 S는 P의 _이다.

27. mxm 행렬 A가 A'= A를 만족하고 랭크가 일 때, A=/임을 어떻게 알 수 있는가?

28. 이 절에서 살펴본 내용 중 알아두어야 할 중요한 사실로 'ATAz=0이면 Az=0'이 있다. 이 명제

를 새로 증명해보자. 벡터 Ar는 의 영공간 안에 있다. 그리고 벡터 Ar는 항상

열공간 안에 있다. 직교하는 두 공간 모두 안에 속하려면 Az는 0이어야 한다.

의

29. PT=P.P2P를 이용해, 사영행렬 P의 2열의 크기의 제곱이 항상 주대각성분 P와 같음을 증명

하라. 또한 이를 만족하는 예를 제시하라.

30. 행렬 B의 최대 행 랭크가 이고 선형독립인 행을 가질 때, BB'가 가역행렬임을 보여라.

도전문제

31. 다음 물음에 답하라.

(a) 행렬 A=
[366]
의 열공간 위로의 사영행렬 PC를 구하라.

4 8 8,

(b) (a)의 행렬 A의 행공간 위로의 사영에 대한 3x3 사영행렬 P을 구하라. 그리고 B=PAPR

을 계산하라. 또한 행렬 B가 어떤 특징을 갖는지 설명하라.

32. R에서 벡터 b와 4..... 4의 선형결합 p가 주어진다고 하자. 벡터 b를 4..... 4으로 생성되는

부분공간 위로 사영한 결과가 p임을 어떻게 판정할 수 있는가?

33. P은 다음과 같은 행렬 A의 1열에 의해 생성되는 1차원 부분공간 위로의 사영행렬이다. P2는 행렬

A의 2차원 열공간 위로의 사영행렬이다. P, P을 계산하라.

A=21

10 1

34. P.. P2는 사영행렬이다(P²=P=PT). P.P가 사영행렬일 필요충분조건은 P.P=P.P, 이성

립하는 것임을 증명하라.
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4.3 최소제곱근사

1. ATAG=ATb를 풀면, 벡터 b의 행렬 A의 열공간 위로의 사영 p= A²을 구할 수

있다.

2. Az=b의 해가 존재하지 않을 때, 은 '최소제곱해'이다. 이때 || A-6112 = (최솟값)

이다.

3. E=|| Az-6||'의 도함수를 0이라 하면 (3E = 0). ATA = ATO가 유도된다.
dx

4. 점 (ti, bi), ..., (tm, bmm)을 하나의 직선에 맞추기 위해, 행렬 A는 (1, ..., 1), …,

(t,..., tm)을 열로 갖는다.

m

5. 위와 같은 경우 ATA는 2×2 행렬
Σ

Σ4 Σε
이고, Ab는 벡터 이다.

종종 Ar=b의 해가 존재하지 않는다. 이에 대한 일반적인 이유는 너무 많은 방정식이 존재하기

때문이다. 이는 행렬 A에 열보다 행이 더 많은 경우이다. 즉 미지수보다 방정식이 더 많은 경우

이다(>2). 2개의 열들은 차원 공간의 작은 부분공간을 생성한다. 모든 측정값이 완벽하지

않다면, 벡터 b는 행렬 A의 열공간 밖에 있다. 소거 과정은 해가 존재하지 않는 방정식에 도달하

면 멈춘다. 그러나 측정값에 잡음(noise)이 포함된 경우. 단순히 멈출 수는 없다.

반복해서 설명하자면, 오차벡터e=b-Az를 항상 0으로 줄일 수는 없다. e가 0일 때 그는

Az=b의 정확한 해이다. 의 크기가 가능한 한 작아서 116 - A||'이 최솟값에 도달하면, 굳은

최소제곱해가 된다. 이 절의 목표는 2을 계산하고 사용하는 것이다. 이와 같은 문제들은 실제

문제이므로 반드시 해답이 필요하다.

4.2절에서는 사영 p를 강조했다. 이 절에서는 최소제곱해 을 강조해 설명한다. p와 숲은

p=A으로 연결된다. 기본 방정식은 여전히 정규방정식 AT A²=ATb이다. 다음은 '정규방

정식'에 도달하는 비공식적인 방법이다.

Az=b의 해가 존재하지 않으면, 이 식의 양변에 AT를 곱하고 AT Af=ATb를 푼다.
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1 최소제곱과 관련한 중요한 응용은 개의 점을 직선에 맞추는 문제이다. 우선 세

점으로 시작한다. 세점 (0, 6), (1, 0), (2,0)과 가장 가까운 직선을 찾아보자.

주어진 세 점을 지나는 직선 b=C+Dt는 존재하지 않는다. 이 문제에서는 세 방정식을

만족하는 두 수 C. D가 필요하다(미지수가 "= 2개, 방정식이 = 3개인 경우). 다음은

주어진 값 b=6, 0. 0에 맞추기 위한 = 0, 1, 2에 대한 세 방정식이다.

t=0인 경우, C+D.0=6이면 첫 번째 점은 직선 b= C+ Dt 위에 있다.

t=1인 경우, C+D.1=0이면 두 번째 점은 직선 b=C+Dt 위에 있다.

t=2인 경우, C+D.2=0이면 세 번째 점은 직선 b= C+ Dt 위에 있다.

이와 같은 3×2 시스템(연립방정식)의 해는 존재하지 않는다. 즉 벡터 6= (6, 0, 0)은 열

(1, 1, 1)과 (0, 1, 2)의 선형결합이 아니다. 위와 같은 연립방정식으로부터 A. z, 6의 값

을 도출하면 다음과 같다. 방정식 Ar=b의 해는 존재하지 않는다.

6

A=
" x = [6]. b=

4.2절의 [EX 3]에서는 위와 동일한 행렬과 벡터를 살펴봤고, = (5-3)을 구했다. 이

수가 바로 최적의 C, D이다. 따라서 5-3t가 세 점에 가장 적합한 직선이 될 것이다.

한편 ATAR=AT6가 성립하는 이유를 설명함으로써, 사영을 최소제곱과 연결해야 한다.

실제 응용 문제에서는 m = 3이 아니라 = 100개의 점이 주어지는 경우가 흔하다. 이 점들

은 어떤 직선 C+ Dt에도 정확히 맞출 수 없다. 앞서 사용한 수 6, 0, 0은 오차를 강조해서

보여주기 위한 값으로, [그림 4.6]에서 오차 e1e2e3를 확인할 수 있다.

오차 최소화

오차 =b-Ar를 가능한 한 작게 만들려면 어떻게 해야 할까? 이는 굉장히 중요한 질문이며,

아름다운 해법이 존재한다. 최적의 z (이를 '이라 함)는 기하학적으로 구할 수 있다(오차가 행렬

A의 열공간과 직교하기 때문), 대수학적으로는 ATA²=ATb에서 그 해답을 얻을 수 있다.

또한 미분적분학을 통해서도 동일한 결과을 얻을 수 있다(오차 || Az-b||'의 도함수가 에서

0이 되기 때문).

먼저 기하학적 관점에서 [EX 1]을 예로 생각해보자. 모든 Ar는 열 (1. 1. 1)과 (0, 1, 2)가 포함
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된 평면 위에 있다. 이 평면에서 벡터 b와 가장 가까운 점을 찾아보자. 가장 가까운 점은 사영

p이다.

A에 대한 최적의 선택은 p이다. 가능한 한 가장 작은 오차는e=b-p이고, 이는 행렬 A의

열과 직교한다. p는 행렬 A의 열공간 안에 있으므로, p= (P1. P2 P3)에서 세 점은 하나의 직선

위에 있다. 직선에 맞추기 위한 최적의 선택은 = (C, D)이다.

다음으로 대수학적 관점에서 생각해보자. 모든 벡터 b는 두 부분으로 분할된다. 열공간에서의 부

분은 p이고, 수직 부분은 e이다. 한편, 다음과 같이 풀 수 없는 방정식 Ar=b와 (e를 제거하고

ATA = ATb를 풀어냄으로써 풀 수 있는 방정식 A²=p가 있다.

Ax=b=pte : 풀 수 없음. Ar=p: 풀 수 있음. =(ATA) ATO (1)

Ai=p의 해는 다음과 같이 최소의 오차 e를 남긴다.

임의의 에 대한 제곱오차 |||Az-6||=|| Azp||+||e ||2

식 (2)는 직각삼각형에 대한 피타고라스 정리 2 = Q²+6'과 같다. 열공간의 벡터 Az-♪는 좌

영공간의 벡터 e와 직교한다. z=으로 선택하면 Ar-p를 0으로 줄일 수 있다. 이에 따라

식 (2)에는 더 이상 줄일 수 없는 최소의 오차e= (el, ez, e3)만 남는다.

'최소'의 의미에 주목하자. Az-b의 제곱크기는 다음과 같이 최소화된다.

최소제곱해 소은 E=||A-6||'을 가능한 한 작게 만든다.

[그림 4.6(a)]는 세 점과 가장 가까운 직선(최소제곱선)을 보여준다. 6.와 p의 거리 차이

e1 ezres = 1, -2.1에 따라 이 직선은 주어진 세 점을 못 지난다. 이때의 거리는 수직 거리

이다. 이와 같은 최소제곱선은 E=e²+e+e]을 최소화한다.

[그림 4.6(b)]는 [그림 4.6(a)]와 동일한 문제를 3차원 공간(bpe-공간)에서 보여준다. 벡터 b는

행렬 A의 열공간 안에 없다. 그래서 Ar=b를 풀 수 없었다. 세 점을 지나는 직선은 없다. 가능

한 한 가장 작은 오차는 수직인 벡터이다. 이는 e=b-A²으로, 세 방정식에 대한 오차벡터

(1, -2, 1)이다. (1-2. 1)은 최적의 직선으로부터의 거리이다. 다음 두 그림에 대한 배경에

는 정규방정식 ATAR=ATb가 있다.

4장. 직교성
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b₁ = 6Xα₁ = 1
최적의 직선 b=5-30

b

e2=-2

세 점에서의 b, p, e

P2 = 2

b3=0

*es=1
1b2=0

{P3 =-1

A의 열공간

P =

3차원 공간의 b, p, e

(a) 오차 = (직선까지의 수직 거리) (b) 오차 = (1-2, 1)=6-p

[그림 4.6] 최적의 직선과 사영(동일한 문제에 대한 두 그림)

[그림 4.6]을 보면 직선에 대한 높이는 p= (5, 2, -1)이고 오차는 = (1, -2.1)이다. 방정

식 AT AR=ATb를 풀면 = (5.3)이 나오는데, 이 결과는 [EX 1]과 동일하다. 따라서

최적의 직선은 6=5-3t이고, 가장 가까운 점은p=54-342이다.

오차벡터의 성분 1. -2, 1을 모두 더하면 0이 된다. 그 이유는 오차벡터e= (e1e2. es)는 행

렬 A의 1열 (1, 1, 1)과 서로 직교하기 때문이다. 즉 두 벡터 e와 (1, 1, 1)의 내적은

epteztes=0이다.

마지막으로 미분적분학의 관점에서 생각해보자. 대부분의 함수에 대한 최소화 문제는 미분적분학

을 통해 해결한다. 최소화되는 지점에서 그래프는 최저점에 이르고, 모든 방향에서의 도함수는

0이 된다. 여기서 최소화해야 할 오차 E는 다음과 같이 제곱의 합 ef+e2+ e²(세 방정식의

오차제곱)이다.

E=||Ax-6||=(C+D.0-6)2+(C+D.1)2+(C+D.2)2 (3)

식 (3)에서 미지수는 C와 D이다. 두 미지수를 가진 두 도함수가 존재하며, 두 도함수 모두 최소

де де

ас
점에서 0이다. 에서는 D 를 상수로 취급하고 에서는 C를 상수로 취급하므로 이 도함수

들은 '편도함수이다. 다음은 식 (3)의 E에 대한 도함수이다.

де

=2(C+D.0-6)+2(C+D.1)+2(C+D.2)=0
дс

де

=2(C+D.0-6)(0)+2(C+D.1) (1)+2(C+D.2) (2)=0
ad

4.3 최소제곱근사
-
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ДЕ

의식에는 연쇄법칙에 따라 추가 인수 0. 1. 2가 포함된다(앞식을 보면 (C+2D)'의 마
aD

지막 도함수는 2(C+D.2) (2) 이다). 이러한 추가 인수가 에는 포함되지 않는다.
ДЕ

әс

|| Az-b||'의 도함수에 있는 추가 인수 1, 1, 1과 0, 1, 2가 행렬 A의 열인 것은 우연이 아니

다. 이제 앞의 도함수에 대한 식을 정리하면 다음과 같다.

де
・
=03C+

3

D=

6

ас

행렬 는 ATA이다.
[35]

ДЕ

=0↔ 3C+5D=0

aD

식 (4)의 두 방정식은 ATA=ATb이다. 최적의 C, D는 의 성분이다. 즉 미분적분학의

방정식은 선형대수학의 '정규방정식'과 동일하다. 다음은 || A2-612=TATA2-22 ATO

+bb를 최소화하기 위한 방정식이다.

ATAE=AT6 일 때, || Az-611'의 편도함수는 0이다.

방정식의 해는 C=5,D=-3이다. 따라서 6=5-3t가 세 점과 가장 가까운 최적의 직선이

다. = 0, 1, 2일 때, 이 직선은 p= (5,2, -1)을 지나고, 6= (6,0,0)을 지나지 않는다.

오차는 (1, -2, 1)이고, 이것이 바로 벡터 이다.

최소제곱에 대한 큰 그림

이 책의 주요 그림인 [그림 4.1]은 4가지 기본 부분공간과 행렬 A의 실제 작용을 보여준다. [그

림 4.1]의 왼쪽에 있는 벡터 2는 오른쪽에 있는 b=Az로 이동했다. 또한 모든 벡터 오는

z, +2„으로 분할되었다. Ar=b의 해는 많이 존재했다.

이 절에서는 상황이 정반대이다. Ar=b의 해는 존재하지 않는다. 여기서는 벡터 2를 분할하는

대신에 b=pte를 분할한다. [그림 4.7)은 최소제곱에 대한 큰 그림을 보여준다. 여기서는

Az=b대신에 Ai=p를 푼다. 오차 e=b-p는 피할 수 없다.

4장 직교성
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'행공간은R"의

모든 벡터로 구성

최적의 숲

0

A의 선형독립인 열

영공간은 영벡터로만 구성

p에 대해 풀 수 있음

p는 열공간 안에 있음

열공간은

R" 안에 있음

AG = p

Ax=b

p = Pb는 b와

가장 가까움

b에 대해 풀 수 없음
\b=pte

m>n

b는 열공간 안에 없음

e=(최소 오차)

AT의 영공간

[그림 4.7] 사영♪=A이 벡터 b와 가장 가까우므로, 은 E=116-Azl'을 최소화한다.

영공간 N(A)가 얼마나 작은지에 주목하라. N(A)는 단 하나의 점만 포함한다. 선형독립인 열을

이용하면 Az=0의 유일한 해는 z=0임을 알 수 있다. 그러면 ATA는 가역행렬이다. 방정식

ATA = ATb는 최적의 벡터 눈을 완전히 결정한다. 오차e=b-p는 ATe=0을 만족한다.

모든 벡터 오는 z, +1„으로 분할되고, 모든 벡터 b는 pte로 분할된다. 최적의 해는 행공간

안에 있는 순이다. 오차 e는 피할 수 없고, 영공간 안에 있는 은 필요하지 않다. 결국

남는 것은 A²=이다.

직선 맞추기

직선 맞추기(fitting a line)는 최소제곱법에 대한 가장 명확한 응용이다. 보통 > 2개의 점으로

시작하며, 이 점들이 하나의 직선 근처에 있기를 기대한다. 시간 1. ....에서 각 2개의 점의

높이는 6. ... bm이다. 최적의 직선 C+ Dr는 각 점과 수직 거리 e..... em 만큼 어긋나 있어

각 점들을 지나지 못한다. 완벽한 직선은 없으며, 최소제곱선은 E=e²+ +e을 최소화한다.

이 절의 [EX 1]에는 [그림 4.6]과 같이 세 점이 있었다. 이제 (큰 수인) 개의 점을 가정해보자.

2의 두 성분은 여전히 C. D이다.

Ar=b의 해가 존재할 때, 직선은 2개의 점을 모두 지난다. 그러나 일반적으로 이는 불가능하

다. 두 미지수 C. D가 직선을 결정하므로, 행렬 A는 오직 "= 2개의 열만 갖는다. 이제 2개의

점을 최대한 직선에 맞추기 위해, 2개의 방정식을 풀고자 한다(미지수는 2개뿐이다).
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[C+Dt=6,

1t2 C+Dt2=b2

A= 일 때, Az = 6↔

1 tm. [C+Dtm=bm

열공간이 너무 얇기 때문에 벡터 b는 거의 확실히 열공간 밖에 있다. 벡터 b가 열공간 안에 있으

면 모든 점이 직선 위에 놓이게 된다. 이러한 경우 b=p이다. 그러면 Ar=b를 풀 수 있고,

이때 오차는 e = (0,..., 0)이다.

가장 가까운 직선 C+ Dt는 높이 P1,..., pm을 가지며, 이때 오차는 e1,..., em이다.

ATAS=ATb를 풀어서 = (C, D)를 구한다. 각 오차는 e = bi-C-Dt이다.

직선에 점들을 맞추는 것은 매우 중요하므로, 두 방정식 ATA = AT6를 한 번에 정리하여 제

시하고자 한다. (모든 시간 t가 동일하지 않다면) 행렬 A의 두 열은 선형독립이다. 따라서 최소

제곱 문제로 바꿔서 ATA²=ATb를 푼다.

내적 행렬

m

ATA= |

정규방정식의 우변에는 다음과 같이 2×1 벡터 Ab가 있다.

ATA4746-474-4-4-Ab=

실제 문제에서는 식 안의 미지수에 대한 수가 주어진다. 최적의 = (C, D)는 (ATA) 'ATb

이다. 직선 C+ DI는 다음과 같이 ATA²=AT6일 때, e²+...+e=Ax-b'을 최소

화한다.

m

ATAG = AT& >>> =

직선 위의 2개의 점에서 수직 오차는e=b-p의 성분이다. 오차벡터 e (즉 잔차(residual)

b-A²)는 행렬 A의 열과 직교한다(기하학 관점). 오차는 A'의 영공간 안에 있다(선형대수학

관점). 최적의 2= (C, D)는 다음의 제곱합인 전체 오차 E를 최소화한다(미분적분학 관점).

E(x)=||Az-b= (C+Dt-bi)'+ ... + (C+Dtm-bm)

미분적분학에서는 도함수 OF JE.를 0으로 놓고 ATA²=ATb를 유도한다.
ac aD
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다른 최소제곱 문제의 경우 2개 이상의 미지수를 갖는다. 최적의 포물선을 구하기 위해서는

"= 3개의 계수 C. D. E가 필요하다([EX 2] 참고). 일반적으로 "개의 매개변수 ..... In

에 따라 개의 데이터 점을 맞춘다. 행렬 A에는 "개의 열이 있고 "<m이다. || Az-b²의

도함수를 구하면 "개의 방정식 ATA²=AT6를 얻는다. 제곱함수의 도함수는 선형이다. 이러

한 이유로 최소제곱법이 널리 사용되고 있다.

2 측정 시간 1들의 합 0일 때, 행렬 A는 직교하는 열을 갖는다. t=-2, 0, 2일

때 6 = 1. 2. 4라 가정하자. 행렬 A의 열들의 내적은 0이다(즉 (1, 1, 1)은 (-2, 0.2)

와 직교한다).

C+D(-2)=1

C+D(0)=2 또는 Az=1

C+D(2)=4

행렬 A의 열이 서로 직교할 때, 다음과 같이 ATA는 대각행렬이 된다.

AT Ax = Ab [83][8]-[2] (9)

여기서 중요한 사실은, ATA가 대각행렬이므로 C= 글과 D=음을 따로 풀 수 있다는 점이

다. ATA 안에 있는 0은 행렬 A의 직교하는 열들의 내적이다. m=3과 t²+t글+1룸=8

을 만족하는 대각행렬 ATA는 항등행렬만큼 간단하다.

직교하는 열은 매우 유용하므로, 측정 시간에서 평균 시간 = fi+ ... + tm
m

-을 뺌으로써

시간을 이동하는 것이 좋다. 원래 시간이 1. 3. 5라면 이들의 평균은 3이다. 이동한 시

간T=t-f=t-3을 모두 더하면 0이 된다.

=1-3--2

T=3-3-0

T35-3-2

1 T₁

Anew=1T Allow Anew [39]
1 T

이제 간단한 방정식 (9)로부터 C, D를 얻는다. 그러면 최적의 직선은 C+DT. 즉

C+D(t-î) = C+D(t-3)이다. 이 절의 [연습문제 30]에서는 C. D에 대한 공식을 제

공한다. 그 공식은 다음 절에서 살펴볼 '그림-슈미트 아이디어'의 완벽한 예이다. 즉 이 방법

은 미리 열들을 직교하게 만드는 것이다. 그러면 Anew Anew가 대각행렬이 되어 new를 쉽

게 구할 수 있다.
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A의 열이 선형종속일 때 은 무엇인가

이 장에서는 처음부터 행렬 A의 열들이 선형독립이라고 가정했다. 그러면 ATA는 가역행렬이

다. 이에 따라 ATAR=ATb는 Az=b의 최소제곱해 을 제공한다.

행렬 A가 선형종속인 열을 갖는 경우 최적의 은 무엇인가? 다음 예를 통해 살펴보자.

HA-B-=b

Ax = b A₁ = p

b1 = 3+

:D

b2 = 1-

T=1

위 그림을 보면 측정값 b = 3과 b2 = 1은 동일한 시간 7에서 측정된다. 직선 C+Dt는 두 점

을 모두 지날 수 없다. 따라서 b= (3, 1)을 행렬 A의 열공간 안에 있는 p= (2, 2)로 사영해야

한다. 이를 통해 방정식 Az=b를 Af=p로 바꾼다. 이로써 해를 갖지 않는 방정식이 무수히

많은 해를 갖는 방정식이 되었다. 문제는 행렬 A에 선형종속인 열이 있고 (1-1)이 영공간 안

에 있다는 것이다.

어떤 해 옷을 선택해야 할까? 위 그림의 모든 점선은 시간 7에서 동일한 두 오차 1. -1을 갖는

다. 이러한 오차 (1, -1)=e=b-p는 가능한 한 작다. 그러나 이 결과가 어떤 점선이 가장

적합한지 알려주지는 않는다.

우선 직감에 따라 높이 2에서 수평선을 선택한다. 만약 최적의 직선에 대한 방정식이 b=C+Dt

라면, 이 경우 선택한 해는 =C=2.22 =D=0이다. 그러나 만약 직선이 b= ct+d로 작

성되었다면 어떨까? 이 경우도 마찬가지이다(단지 C, D를 바꾸기만 하면 된다). 이제 수평선은

1=c=0.22=d=2를 만족한다. 여기서는 도무지 해결책이 보이지 않는다.

4.5절에서는 행렬 A의 '유사역행렬'을 통해 Ai= p의 최단거리 해를 찾는다. 여기서 최단거리

해는 += (1, 1)이다. 이는 행렬 A의 행공간의 특수해이며 길이가 √2 이다(해= (2.0)과

(0.2)의 길이는 모두 2이다). 해 2의 영공간 성분은 0으로 선택한다.

행렬 A가 선형독립인 열을 갖는 경우, 2+에 대한 유사역행렬은 일반적으로 알려진 좌역행렬

(ATA) 'A'이다. 이렇게 표현하면 유사역행렬이 을 선택하는 가장 좋은 방법이라는 느낌을

준다.
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덧붙여, 특이행렬을 이용한 MATLAB 실험에서는 결과가 Inf 또는 NaN(숫자가 아님) 또는

10(잘못된 숫자)으로 나온다. 모든 경우에 경고가 발생한다. Inf, NaN. 1026은 각각 0z= b.

0z=0.10-16 = 1에서 비롯된다고 본다.

위 3가지는 '해가 존재하지 않는 특이행렬. 해가 무수히 많은 특이행렬, 특이행렬에 가까운 행렬

이라는 3가지 난제에 대한 작은 예이다.

포물선 맞추기

공을 던질 때 나타나는 경로를 직선으로 맞추는 것은 어려운 일이다. 포물선 b=C+Dt+E2

은 공이 올라갔다가 다시 내려오는 경로를 보여준다(여기서 6는 시간 에서의 높이이다). 실제

경로가 완벽한 포물선은 아니지만, 발사체에 대한 전체 이론은 포물선의 근사치에서 출발한다.

갈릴레오(Galileo)가 피사의 사탑에서 돌을 떨어뜨렸을 때, 돌은 가속해서 떨어졌다. 이때 돌의

이동거리에 대한 식에는 2차항 101'이 포함된다(갈릴레오 실험의 핵심은 돌의 질량이 영향을

미치지 않는다는 것이었다). 만약 이 항이 없었다면 우리는 위성을 궤도로 보낼 수 없었을 것이

다. 그러나 "과 같은 비선형함수가 포함되어 있어도, 미지수 C, D, E는 여전히 선형적으로 나

타난다. 점들을 최적의 포물선에 맞추는 것은 여전히 선형대수학의 문제이다. 다음 문제를 생각해

보자.

Q. 포물선 C+ Dt+ E'에 시간 t...... tm에서의 높이 6.. .... b을 맞춰라.

A.m>3개의 점이 있을 때, 다음과 같이 정확하게 맞춘 2개의 방정식은 일반적으로 풀 수 없다.

1C+Dt,+Et²=6,

>> Az=b(단, A=은mX3 행렬) (10)

C+Dtm+Etm=bmm 1tmt

최소제곱 문제에 대해 생각해보자. 가장 가까운 포물선 C+ Dt+ El'을 찾기 위해, 세 정규

방정식 ATAFATb를 만족하는 i = (C, D, E)를 선택한다.

이 문제를 사영에 대한 문제로 바꿀 수 있는가? 행렬 A의 열공간의 차원이다. 벡터

b의 사영은 p=A인데, 이는 C, D, E를 계수로 사용하여 세 열을 결합한 것이다. 첫 번

째 데이터 점의 오차는e=b-C-DI-Ex²이다. 미적분을 이용해 최소화하는 것을 선

호하는 경우. e²+ ... + e 에 대한 편도함수를 구한다. 이 세 도함수를

0으로 둔 방정식이 3×3 연립방정식 ATA = Ab이고, 그 해는 2 = (C, D, E)이다.
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푸리에 급수(Fourier series)는 무한 차원에서의 최소제곱 문제이다. 이 문제에서는 벡터가 아니라

함수를 근사화한다. 최소화할 함수는 제곱오차의 합에서 제곱오차의 적분으로 변경된다.

③ 포물선 b=C+Dt+ Et'이 시간 = 0, 1, 2에서 각각 높이 6=6, 0, 0를 지

날 때, C, D, E에 관한 방정식은 다음과 같다.

C+D.0+E. 02-6

C+D.1+E.120

C+D.2+E.22-0

식 (11)이 Az=b이고, 이 방정식은 정확하게 해결할 수 있다. 3개의 데이터 점은 3개의

방정식과 정사각행렬을 형성한다. 이때 해는 = (C, D, E)=(6, -9, 3)이다. 세 점을

지나는 포물선은 b=6-9t+32 이다.

4.3 확인문제

(11)

4.3A 시간 = 1, ・・・ 9에서의 9개 측정값 by. ・・・ bg은 모두 0이다. 10번째 측정값 bo=40은 이상한(오

차가 크게 있는) 측정값이다. 오차 E에 관한 다음 3가지 옵션에 대해 10개의 점 (1.0), (2.0).

・・・ (9,0), (10, 40)을 맞추기 위한 최적의 수평선 y = C를 구하라.

(a) 오차 제곱합 E2=e²+ ... + e을 최소화 (그러면 C에 대한 정규방정식은 선형이다.)

(b) 최대오차 Eo=lemax를 최소화

(c) 오차 절댓값의 합 E = lel+ ... + leol을 최소화

풀이

(a) 수평선으로 0, 0, ・・・, 0, 40을 맞추기 위해 오차 제곱합을 최소화하려면 다음과 같이 C=4

야 한다.

A=(1로 이루어진 열), ATA=10, ATb=(b,들의 합)= 40, 따라서 10C=40

(b) 최대오차를 최소화하려면 C는 0과 40의 중간인 C=20이어야 한다.

(c) 오차 절댓값의 합을 최소화하려면 C=0이어야 한다. C가 0에서 증가할수록 오차 절댓값의

합 91C|+|40-CI는 증가한다.
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최소 절댓값 합은 중간값(median)에서 나온다(0, 0, ... 0. 40의 중간값은 0이다). 많은 통계

학자들은 최소제곱법이 bg = 40과 같은 이상한 측정값에 지나치게 영향을 받는다고 생각하며,

최소 절댓값 합을 선호한다. 그러나 이 경우 방정식은 비선형이다.

이제 .

10 2
ATA=

[10 55

55 385

ATb=

20

이 값들은 식 (8)에서 나온다. 그러면 ATAG=ATB에 따라 C=-8.D= -이다.
24

b= (0,0, 40)에 3을 곱하고 30을 더해 brew = (30,30, ・・・ 150)을 얻으면 C와 D는 어떻

게 되는가? 선형성 때문에 b를 재조정할 수도 있다. b에 3을 곱하면 C와 D도 3배가 된다.

또한 모든 6에 30을 더하면 C에도 30이 더해진다.

4.3B 시간 = -2, -1, 0, 1, 2에서 값 b= (0, 0, 1, 0, 0)과 가장 가까운 (최소제곱오차를 갖는) 포물

선 C+Dt+E'을 구하라. 먼저 5개의 점을 지나는 포물선의 5개 방정식 Ar=b를 3개의 미지수

z= (C, D, E)로 작성하라. 이러한 포물선이 존재하지 않으므로 해는 존재하지 않는다. 그다음 방

정식 ATAR=ATb를 풀어라.

우선 D=0이라고 예측해보자. 최적의 포물선은 왜 1=0을 중심으로 대칭이어야 할까?

=ATAFATB에서 D에 대한 두 번째 방정식은 첫 번째, 세 번째 방정식과 분리되어야 한다.

풀이

5개 방정식 Ar=b는 다음과 같이 직사각행렬인 방데르몽드 행렬(Vandermonde matrix) A

를 갖는다.

C+D(-2)+E(-2)20

C+D(-1)+E(-1)2=0
1 5 0 10

C+D(0)+E(0)2 1 A=1 00 ATA= 0 100

1 11 [10 0 34]
C+D(1)+E(1)20

11 24.

C+D(2)+E(2)20

ATA 안에 있는 0은 행렬 A의 2열이 1열, 3열과 직교하기 때문에 생긴 것이다. 이는 행렬 A를

통해 바로 확인할 수 있다(시간 -2, -1, 0, 1, 2는 서로 대칭). 다음과 같이 포물선

C+Dt+EY'에서의 최적의 C. D. E를 ATA = ATB로부터 찾을 수 있고, D는 C. E와 관련

이 없다.

34

C=
70

5 0 10

0 10 0 D=
=> D=0(

예

상

대

로
)

10 034E
10

E=
70
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4.3 연습문제

※ [문제 1~11]은 4개의 데이터 점 b= (0.8.8.20)을 이용한 문제이다. 다음 그림을 참고한다.

bg=20

b2=bg=8.

P2

PA

b=C+Dt

P3

3

by=0

₁ =0=1

(a)

5=344

b= (0,8,8,20)

P=Cal+Daz

a2=(0, 1,3,4)

a1 = (1, 1, 1, 1)

(b)

[그림 4.8] [문제 1~11] 가장 가까운 직선 C+D'는 R'에서 Ca,+Da에 해당한다.

1. 시간 = 0, 1, 3, 4에서 b=0.8, 8, 20일 때, 정규방정식 ATA = ATb를 만들고 풀어라. [그림

4.8(a)]에서 최적의 직선에 대해 4개의 높이 p와 4개의 오차 e를 구하라. E=e²+el+e+e²의

최솟값은 무엇인가?

2. (직선 C+ DI는 P들을 지난다.) 시간 = 0, 1, 3, 4에서 측정값이 b=0.8. 8. 20일 때, 4개의 방

정식 Ar=b를 작성하라(단, 이 방정식의 해는 존재하지 않는다). 측정값을 p= 1.5.13. 17로 바

꾸고 A²=p의 정확한 해를 구하라.

3.e=b-p=(-1.3 -5.3)이 행렬 A의 두 열과 직교하는지 확인하라. 벡터 b로부터 행렬 A의 열공

간까지의 최단거리 lell를 구하라.

4. (미분적분학을 이용해) E=Az-b['을 4개 제곱항의 합으로 표현하라. 마지막 항은 (C+4D-20)2

де

이다. 편미분방정식 = 0, =0을 구하라. 그리고 이 식의 양변을 2로 나누어 정규방정식
aD

ДЕ

дс

ATAR=ATb를 구하라.

5.b=(0.8.8.20)과 가장 가까운 최적의 수평선의 높이 C를 구하라. 점을 수평선에 정확하게 맞추려

면 풀 수 없는 방정식 C=0.C=8,C=8.C=20을 풀어야 한다. 4×1 행렬 A를 구하고 방정식

ATA = ATb를 풀어라. 높이 = C에서의 수평선과 에서의 4개의 오차를 그려라.

4장. 직교성
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6. b= (0.8.8.20)을 4 = (1. 1. 1. 1) 방향 직선 위로 사영하라. 순 -와 사영 p=ia를 구하라.
a a

e=b-p가 a와 직교하는지 확인하고, b에서부터 4 방향 직선까지의 최단거리 ||||를 구하라.

7. 4개의 점 b= (0.8.8.20)을 가장 가깝게 지나는 직선 b=Dt를 찾으라. 정확하게 지나는 직선은

D.0=0.D.1=8.D.3=8. D-4 = 20을 만족해야 한다. 4×1 행렬 A를 구하고 방정식

ATA ATB를 풀어라. 최적의 직선 b=Dt와 오차들을 나타내서 [그림 4.8(a)]를 다시 그려라.

8.b=(0.8, 8, 20)을 4= (0, 1, 3, 4) 방향 직선 위로 사영하라. ñ=D와 p=ia를 구하라. [문제

5]~[문제 6]에서의 최적의 C와 [문제 7]~[문제 8]에서의 최적의 D는 [문제 1]~[문제 4]에서의 최적

의 (C, D)와 일치하지 않는다. 그 이유는 (1, 1, 1, 1)과 (0, 1, 3, 4)가 _한 관계이기 때문이다.

9. 4개의 점 b= (0.8, 8, 20)을 가장 가깝게 지나는 포물선 b=C+Dt+E'에 대해 3개의 미지수

z= (C, D, E)를 갖는 방정식 Ar=b를 작성하라(단, 이 방정식의 해는 존재하지 않는다). 3개의

정규방정식 ATAR=ATb를 작성하라(단, 해는 구하지 않는다). [그림 4.8(a)]에서는 4개의 점을 포

물선에 맞추고 있다. 그렇다면 [그림 4.8(b)]는 어떻게 되는가?

10. 4개의 점 b= (0.8, 8, 20)을 가장 가깝게 지나는 3차곡선 b=C+Dt+E+FF에 대해 4개의 방

정식 Az=b를 작성하라. 그리고 소거법을 이용해 이 방정식을 풀어라. [그림 4.8(a)]에서 3차함수는

4개의 점을 모두 지난다. p와 e를 모두 구하라.

11. 4개 시간의 평균은 i=1(0+1+3+4) = 2이다. 또한 4개 점 6의 평균은 6=;=(0+8+8+20)

= 9이다. 다음 물음에 답하라.

(a) 최적의 직선이 평균점 (f, b)= (2,9)를 지남을 확인하라.

(b) 왜 C+Di=601 ATAR=ATb의 첫 번째 방정식으로부터 나오는지 설명하라.

※ [문제 12~16]은 통계학의 기본 아이디어(최소제곱법의 기초)를 소개한다.

12. (꼭 풀어볼 만한 문제) 이 문제에서는 b=(61. ・・・ b)을 a= (1, ・・・ 1) 방향 직선 위로 사영한다.

(최소제곱법을 이용해) 1개의 미지수가 있는 개의 방정식 4.1=b를 풀고자 한다. 다음 물음에 답하라.

(a) aTai=ab를 풀어서 이 b의 성분들의 평균임을 보여라.

(b) 오차e=b-42과 분산 lelf, 표준편차 ||||를 구하라.

(c) 수평선 6=3은 b= (1.2. 6)과 가장 가깝다. p= (3,3, 3)이 '와 직교하는지 확인하고, 3×3

사영행렬 P를 구하라.
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13. 최소제곱법에 대한 첫 번째 가정은 Ar=b-(평균이 0인 잡음 •)이다. 오차벡터e=b-Az의 양변

에 (ATA) 'A'를 곱하여 우변에 2를 만들어라. 추정오차 -의 평균은 0이다. 따라서 추정

높은 편향되지 않는다.

14. 최소제곱법에 대한 두 번째 가정은 개의 오차가 분산 을 가지며 선형독립이라는 것이다. 따라

서 (b-Az) (b-Az)'의 평균은 것이다. 이 식의 양변 왼쪽에는 (ATA) 'A'를, 오른쪽에는

A(ATA)'를 곱하여 평균행렬 (-)(-)'가 '(ATA) '임을 보여라. 이는 10.3절에서 살펴

볼 공분산행렬(covariance matrix) W이다.

15. 의사가 심박수를 4회 측정했다고 하자. =x=b₁₁ = 6에 대한 최적의 해는 bj. ... 6의 평균 곳이다.

행렬 A는 열이 1개이고 모든 성분이 1이다. [문제 14]에서는 추정오차 (1) 2018(ATA)'

_(으)로 주어졌다. 평균을 취하면 분산은 8에서 앞으로 감소한다.

=

16. 9개의 수 be 4의 평균을 안다고 할 때, 하나의 수 bg을 추가하면 10개 수의 평균을

어떻게 빠르게 구할 수 있는가? 재귀적 최소제곱법의 아이디어는 10개 수를 모두 더하지 않는 것이

다. 다음과 같이 을 구할 때, 소에 곱해진 값은 무엇인가?

1

=

10
00+ =

10
16,+ +60) ([확인문제 4.2C] 참고)

※ [문제 17~24]를 통해 2. p. e에 대해 더 많이 연습할 수 있다.

17. 직선 b=C+De가 =-1에서 b=7을 지나고, 1에서 b=7을 지나며, 1=2에서 6=21을 지나

도록 하는 세 방정식을 작성하라. 그리고 최소제곱해 = (C, D)를 구한 뒤 가장 가까운 직선을

그려라.

18. [문제 17]에서 사영 = Ar을 구하라. 이를 통해 최적의 직선의 높이 3개를 알 수 있다. 오차벡터가

e=(2, -6.4)임을 보여라. 왜 Pe=0인가?

19. 시간 =-1, 1, 2에서의 측정값이 [문제 18]에서의 오차 2. -6.4와 같다고 가정하자. 눈을 계산

하고, 이 측정값에 대한 최적의 직선을 구하라. 그리고 작성한 답에 대해 다음 설명의 빈칸을 작성하라.

b=(2, -6.4)는 _와(과) 직교한다. 따라서 사영은 p=0이다.
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20. 시간=-1, 1, 2에서의 측정값이 b= (5.13. 17)이다. 을 계산하고, 최적의 직선과 를 구하라.

=오차는 0이다. 왜냐하면 b는 _이기 때문이다.

21. 4개의 기본 부분공간 중 무엇이 오차벡터 '를 포함하는가? 또 무엇이 p를 포함하며, 무엇이 눈을 포

함하는가? 그리고 행렬 A의 영공간은 무엇인가?

22. 시간1=-2. -1.0. 1. 2일 때, 6=4, 2, -1, 0, 0과 가장 가까운 최적의 직선 C+DI를 구하라.

23. 오차벡터 e는 b 또는 ♪ 또는 e 또는 숲과 직교하는가? le foleb, 즉 bb-pb와 동일함을 보여라.

이는 최소의 전체 오차 E이다.

24.....에 대한 A'의 편도함수는 벡터 2ATA가 된다. 2bTAz의 도함수들은 벡터 24T가

된다. 따라서 Az-bl의 도함수는 _일 때 0이 된다.

도전문제

25. 어떤 조건을 만족할 때, 세 점 (5, 6), (5262), (53,63)가 한 직선 위에 놓이는가? 열공간에 대한

답을 말하자면, (by. by bs)는 (1, 1, 1)과 (t, 2, 3)의 선형결합이어야 한다. 4들과 bj들을 연결하는

특별한 방정식을 만들어라.

26. 4개의 모서리 (1.0), (0, 1), (-1.0), (0, -1)에서 4개의 값 b= (0, 1, 3, 4)를 갖는 평면을 찾으

라. 4개의 점에서 방정식 C+Dz+Ey= b는 3개의 미지수 = (C, D, E)가 있는 Ar=b이다. 행

렬 A는 무엇인가? 정사각형의 중심 (0.0)에서 C+Dz+Ey= (b들의 평균)이 됨을 보여라.

27. (직선 간의 거리 문제) 두 점 P= (I, Iz)와 Q=(y, 3y, -1)은 공간상에서 만나지 않는 두 직선

위에 있다. 와를 잘 선택해서 제곱거리 IIP-QIP을 최소화하라. 가장 가까운 P와 Q를 연결하는

직선은 와(과) 직교한다.

28. 행렬 A의 열들이 선형독립이 아니라고 가정하자. PB(BTB) 'B'가 행렬 A의 열공간 위로 사영

되도록 하는 행렬 B를 구하라(ATA가 가역행렬이 아니면 일반적인 공식 PA(ATA) 'AT는 실

패한다).
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들어 = 3일 때,

29. 보통 R"에서 "개의 점=0.41 ... 4개을 포함하는 초평면(hyperplane)은 오직 하나이다(예를

_인 경우 0.41, 42를 포함하는 평면은 오직 하나이다). R"에서 정확히

하나의 평면을 갖는지를 판정하는 방법은 무엇인가?

30. [EX 2]에서는 시간들을 이동시켜 이들의 합이 0이 되게 만들었다. 즉 평균 시간 i=1+

을 뺌으로써 T=t - 을 얻는다. 이제 열 (1, . 1)과 (7

+1

m

mm)은 직교하며, ATA는 대각행렬

이다. ATA의 성분은 m과 T+ +7㎡이다. 최적의 C. D에 대한 공식이 다음과 같음을 보여라.

T=t-t C=
6s+ ... + bm +bm Tm

D=

T₁²+
2

+ T

최적의 직선은 C+DT 또는 C+D(t)이다. ATA를 대각행렬로 만드는 시간 이동은 그람-슈미

트 과정(Gram-Schmidt process)의 예이다. 이 과정에서는 행렬 A의 열들을 미리 직교화한다. 이

와 관련한 내용은 4.4절에서 자세히 살펴본다.

핵심 아이디어 리뷰

● 최소제곱해 솟은 ||A-b2=TATAz-22TATb+bb를 최소화한다. 이는 개의

방정식에서의 오차 e1,..., e의 제곱의 합인 E이다(단,m>n).

② 최적의 눈은 정규방정식 ATA²=ATb로부터 구한다. E는 최솟값이다.

② 직선 b=C+Dt에 개의 점을 최대한 맞추려면 C, D는 정규방정식을 만족해야 한다.

④ 최적의 직선의 높이는 p= (Pi. Pm)이다. 또한 데이터 점까지의 세로방향 거리는 오차

e=(elr ....em)이다. 핵심 방정식은 Ae=0이다.

개의 점을 "(<m)개의 함수의 선형결합으로 표현하려고 하면, 일반적으로 2개의 방정식

Az = b는 풀 수 없다. "개의 방정식 ATA=ATb는 최소제곱해를 준다. 여기서 최소제

곱해는 최소 평균제곱오차(MSE: Mean Square Error)의 선형결합이다.
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4.4 정규직교기저와 그림-슈미트 과정

(0. ij.
1. 열벡터 91 ... 9m은 99;=

면 QTQ=1이다.

1.i=j
일 때 정규직교(orthonormal)한다고 한다. 그러

2. Q가 정사각행렬이면 QQ/이고 QT=Q-'이다. 그러면 Q를 직교행렬(orthogonal

matrix)이라 한다.

3. Qz=b의 최소제곱해는 5=Qb이다. 6의 사영은 p=QQb=Pb이다.

4. 그림-슈미트 과정(Gram-Schmidt process)은 선형독립인 열 4를 정규직교하는 열 9로

변환한다. 먼저 41=

a

lla, ||
으로 시작한다.

4.- (a, 의사영 pi)
5. 는

lla;-pill
-이다. 또한 사영 P'는 Di= (aq)g1+ ... + (a91-1)91-1

이다.

6. 각 4는 1, ..., 9의 선형결합이다. 그러면 A= QR이다(여기서 Q는 직교행렬, R은

삼각행렬.

이 절의 목표는 2가지이다. 첫 번째 목표는 행렬 A에서 직교하는 열들이 좋은 이유를 이해하는

것이다. 직교하는 열들의 내적은 0이므로, ATA는 대각행렬이 된다. 따라서 2. p= Ac을 아주

쉽게 구할 수 있다. 두 번째 목표는 직교벡터 9를 만드는 것이다. 이 절에서는 그림-슈미트 과정

이 어떻게 원래 기저벡터 4를 직교벡터 9로 변환하는지 확인할 수 있다. 4. 는 행렬 A의 열이고,

이들은 일반적으로 서로 직교하지 않는다. 정규직교 기저벡터 9. 는 새로운 행렬 Q의 열이 된다.

3장에 따르면, 기저는 벡터공간을 생성하는 선형독립인 벡터들로 구성된다. 기저벡터들은

0°, 180°만 제외하면 어떤 각으로도 만날 수 있다. 그러나 기저벡터의 방향을 x, y, z축으로

잡으면 이들은 항상 직교한다. 좌표축은 편리함을 이유로 항상 직교한다고 생각한다. 이는 기저벡

터와 관련한 그림과 계산을 모두 간단하게 만든다.

내적 9. 9가 모두 0일 때 91 ... 9개 은 서로 직교한다. 좀 더 정확히 말하면 ≠ 일 때만

qq=0이다. 한발 더 나아가 각 벡터 91 ... 9들을 자기 자신의 크기로 나누면 정규직교

벡터가 된다. 이를 통해 모든 벡터의 크기는 1이 된다.
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정의 정규직교

2개의 벡터 41, 9"이 다음을 만족할 때, 이 벡터들은 정규직교한다고 한다.

aaj
-

[0.i≠j (직교벡터)

[1, i=j (단위벡터: ||9||= 1)

정규직교하는 열을 가진 행렬 Q는 QTQ=I를 만족한다. 대부분의 경우 Q는 직사각행렬

(m>n)이다.

QTQ=이므로 행렬 Q는 다루기가 쉽다. 행렬 언어로 표현하면, 열 91, ... 9m은 정규직교

한다. Q가 정사각행렬일 필요는 없으므로 일반적으로 QQT≠이다.

정규직교하는 열을 가진 행렬 Q는 다음과 같이 QQ=>를 만족한다.

-91 1 0

T
0 1 0

QTQ=
92 = I

... =

0 0

In

QT의 행과 Q의 열의 내적은 9'g이다. QQ의 주대각성분이 아닐 경우(즉≠), 직교성에

따라 내적은 0이다. 주대각성분인 경우(즉 = j). 각 벡터는 정규벡터이므로 99: = ||9||= 101

다. 대부분의 경우 Q는 직사각행렬이다(m>"). 종종 m="이다. Q가 정사각행렬일 때,

QQ=1이면 QT=Q-'이다. 즉 (전치행렬)= (역행렬)이다.

열들이 정규성은 만족하지 않고 직교성만 만족하는 경우, 내적은 여전히 대각행렬(항등행렬은 아

님)을 만든다. 이 대각행렬은 항등행렬 / 만큼 좋은 행렬이다. 여기서 중요한 것은 직교성이다.

정규화, 즉 벡터의 크기를 1로 만드는 것은 쉽다.

반복해서 말하지만 Q가 직사각행렬이라고 해도 QQ=I는 성립한다. Q'는 왼쪽에 곱해지는

한쪽 방향 역행렬이다. 만약 Q가 정사각행렬이면 QQT=/도 성립한다. 이때 Q'는 Q의 양쪽

방향 역행렬이다. 정사각행렬 Q의 행도 열처럼 정규직교한다. Q의 역행렬은 전치행렬 QT이다.

이와 같은 경우 정사각행렬 Q를 직교행렬이라 한다.

3. 정규직교행렬(orthonormal matrix)'이 Q에 더 적합한 이름일 수 있지만, 그렇게 부르지는 않는다. 열들이 정규직

교하는 행렬은 언제나 Q로 표기한다. 그러나 Q가 정사각행렬인 경우에만 '직교행렬(orthogonal matrix)'이라고

한다.
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이제 직교행렬의 3가지 예(회전, 치환, 반사)를 살펴보자. 이들은 모두 중요한 행렬이다. 직교행

렬인지를 빠르게 판정하는 방법은 QTQ=1인지 확인하는 것이다.

1 (회전) 다음과 같은 행렬 Q는 평면 위에 있는 모든 벡터를 각도 만큼 회전한다.

Q =
[cose sing

sin
QT=0-1=

Cose

cos sin0]

-sing cosa

행렬 Q의 열들은 서로 직교한다(내적을 계산해보자), sin²8+cos²8= 1이므로 열들의 크

기는 모두 1이다. 이 열들은 공간 R'의 정규직교기저를 이룬다.

[그림 4.9(a)]에서 표준기저벡터 '와'가 8만큼 회전한다. 그러면 Q-'는 벡터를 - 8만큼

회전한다. -와의 코사인 값이 동일하고 sin(-8)=-sin 이므로, Q-'는 Q'와 같다.

따라서 QTQ=1이고 QQ/이다.

Qi=j

-sin A

Qj=
cos Oi=

cos

sin

14 거울

8만큼 회전

(a) 회전

[그림 4.9] Q=
[cosa

sine

sine]

COS 에 의한 회전과 Q:

#를-4로 반사 Qj=i

(b) 반사

= [21] 에 의한 45° 직선 기준의 반사

Ex 2 (치환) 다음 행렬들은 (x, y, z)의 순서를 (y, 2, z)로 바꾸고, (x, y)의 순서를

(y.z)로 바꾼다.

=

행렬 Q의 모든 열은 크기가 1이고, 서로 직교한다(성분 1이 서로 다른 위치에 있기 때문).

따라서 치환행렬 Q의 역행렬은 전치행렬과 같다(Q-1=QT). 역행렬은 다음과 같이 벡터

의 성분들을 원래 위치로 되돌려 놓는다.

fo o

(역행렬)=(전치행렬)

[0 1
86-5-604-5
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치환행렬에 대해 다음이 성립한다.

모든 치환행렬은 직교행렬이다.

③ (반사)"가 임의의 단위벡터(크기가 1인 벡터)이면 Q=1-244'로 놓는다.

#T는 수|| ||= 10이 되지만, 4는 랭크 1 행렬이다. 그러면 QT와 Q-'는 다음과 같

이 모두 Q와 동일하다.

QT=1-244T=Q. QQ 1-4uu+4uuuuT = 1

반사행렬 Q=I-2M는 대칭행렬인 동시에 직교행렬이다. 이 행렬을 제곱하면 항등행렬

이 된다(Q2=QQ= 1). (1) = 1이 되는 것처럼, 거울에 반사를 두 번 하면 원래대로

돌아온다. 식 (2)의 44444 에서 24=1이 됨을 주목하라.

반사의 기준의 예를 =)로 들어 살펴보자. 2004 (열과 행의 곱)를 계산하

고에서 24를 뺌으로써 다음과 같이 반사행렬 Q를 얻는다.

반사 Q=1-2-0.5 -0.5
-0.5 0.5]

(zy)는 반사행렬에 의해 (y, z)로 움직이지만, (3.3)은 움직이지 않는다. 왜냐하면 (3.3)

은 반사 직선 위에 있기 때문이다.

회전은 모든 벡터의 크기를 유지한다. 반사와 치환도 마찬가지이다. 그러므로 행렬 Q를 곱한다고

해도 벡터의 크기와 벡터 간의 사잇각은 변하지 않는다. 이를 간략히 증명하면 (Qz) (Qz)=

QQ = TI=IT]이므로, Qz'은 || ||'과 같음을 알 수 있다.

행렬 Q가 정규직교하는 열을 가지면(QQ= 1). Q를 곱하더라도 다음과 같이 크기가 변하

지 않는다.

모든 벡터 2에 대해 || Q ||=||||| (3)

Q는 다음과 같이 내적 또한 보존한다. 다음 식에서는 단지 QTQ=1만을 이용했다.

(Qx) (Qy)=xQTQy=xTy

4장 직교성
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정규직교기저를 이용한 사영 QQ: Q가 A를 대체하는 경우

직교행렬은 계산에 유리하다. 왜냐하면 벡터의 크기가 고정되므로 수가 너무 커지는 경우가 없기

때문이다. 안정적인 컴퓨터 코드는 Q를 가능한 한 많이 사용한다.

부분공간 위로의 사영에서 모든 공식은 ATA를 포함한다. ATA의 성분들은 기저벡터

41..... 4개의 내적 aa이다.

기저벡터들이 정규직교한다고 가정하면 벡터 4들은 9'들로 나타낼 수 있다. 그러면 ATA는

QTQ=1로 간단해진다. 2. p. P는 다음과 같이 바뀐다.

=QTB, p=Q2. P=QQT (4)

Qz=b의 최소제곱해는 i=Q6이다. 그리고 사영행렬은 QQ" 이다.

여기서는 역행렬을 구할 필요가 없다. 이것이 바로 정규직교기저를 사용하는 이유이다. 최적의 해

= QFB는 91,..., 9과 6의 내적이다. 이를 통해 1차원 사영을 얻는다. 결합행렬(coupling matrix)

또는 상관행렬(correlation matrix)인 ATA는 이제 QQ=I가 된다. 이로써 결합(coupling)은

사라진다. 즉 A가 정규직교하는 열을 가진 행렬 Q이면, 사영은 p= Qi=QQTb이다.

9. 위로의 사영 D=91... 9개 =91(96)+ ... +9 (96)

qb

(5)

중요한 경우를 하나 생각해보자. Q가 정사각행렬(="인 경우)이면, 부분공간은 전체 공간이

된다. 그러면 QT=Q-1이고 = Q6는 = Q-16와 같다. 이때 해는 근사해가 아닌 정확

한 해이다. 벡터 b의 전체 공간 위로의 사영은 자기 자신이다. 이 경우p=b.P=QQT=1

가 된다.

전체 공간 위로의 사영은 굳이 언급할 가치가 없다고 생각할 수도 있다. 그러나 p=6일 때, 우리의

공식은 b를 1차원 사영들을 모아 놓은 것으로 조합한다. 1. ... 4"이 전체 공간에 대한 정규직

교 기저벡터인 경우. Q는 정사각행렬이다. 모든 b=QQb는 9. 들을 따라 사영한 것들의 합이다.

+9 (96)b=91(956)+82(956)+ (6)

이제 변환에 대해 알아보자. QQI는 푸리에 급수와 응용수학의 모든 위대한 변환에 대한 기

초가 된다. 변환은 벡터 & 또는 함수 f(r)를 직교하는 조각들로 분해한다. 그다음 식 (6)에서와
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같이 조각들을 합침으로써, 역변환은 b 또는 (z)를 원래대로 되돌린다.

EX 4 다음과 같이 행렬 Q의 직교하는 열들이 정규직교벡터 91 92 93이다.

m=n=3.
-

1 2 2
1

2 - 1 2 QTQ = QQT=1
3

2
-

b= (0.0.1)을 각각 따로 91 92 93 위로 사영하면 P1. P2. P3이다.

9.1976)=
2

391' 92(926)=
392*

-

처음 2개의 합은 벡터 b를 91, 92가 포함된 평면 위로 사영한 것이다. 3개 모두의 합은 벡터

b를 전체 공간 위로 사영한 것으로, 이는 Pi+p2+P3=6 자기 자신이다.

b의 재구성 2
2+4-2]

b=pi+p2+P3
391+

1

392 393 9
= 4-2-2= |0=b

4+4+1.

그림-슈미트 과정

이 절의 핵심은 '직교성이 좋다'는 사실을 이해하는 것이다. 사영과 최소제곱법은 ATA와 관련

이 있다. ATA가 QTQ=I가 되면 역행렬을 계산할 필요가 없다. 1차원 사영들은 서로 간의

간섭이 없다. 최적의 은 QTb이다(이는 단지 "개의 분리된 내적이다). 이렇게 되려면 '벡터들

은 서로 정규직교해야 한다. 이제 정규직교벡터들을 만들기 위한 '그림슈미트 과정'에 대해 알

아보자.

선형독립인 벡터 4. b. C로 시작하자. 직교하는 세 벡터 A. B. C를 만들고자 한다. 마지막으

A B

로 A, B, C를 각각의 크기로 나눈다. 이를 통해 세 정규직교벡터 91 = 92
||||

=
.

|| B ||

C

93
= ICT를 만들 수 있다.

그림-슈미트 과정은 A= 4로 놓고 시작한다. 첫 번째 방향은 그대로 받아들인다. 다음 방향 B는

A와 직교해야 한다. 이를 위해 다음과 같이 6에서 6의 A 위로의 사영을 뺀다. 그러면 A와 직교

하는 부분이 남는데, 이것이 바로 벡터 B이다.
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(7)
그림-슈미트의 첫 번째 단계

B는 A와 직교

АТЬ
B=b- -A

ΑΤΑ

[그림 4.10]에서 A와 B는 직교한다. 식 (7)의 양변에 A'를 곱하여 ATB=AT6-ATb=0

이 됨을 확인하라. 벡터 B는 소위 말하는 오차벡터 e로, e는 A와 직교한다. 식 (7)에서 B는

0이 아니다(만약 0이 아니면, a와 b는 선형종속이므로 모순이다). 이제 A와 B의 방향이 정해

졌다.

세 번째 방향은 C로부터 온다. 세 번째 방향은 A와 B의 선형결합이 아니다. 왜냐하면 는 a와

b의 선형결합이 아니기 때문이다. 대부분의 경우 C는 A, B 와 직교하지 않는다. 그러므로 다음

과 같이 C에서 A. B 방향의 성분을 뺌으로써 C를 얻는다.

그림-슈미트의 다음 단계

C는 A. B와 직교

ATC

C=C- A

BTC

BTB
(8)・B

지금까지 살펴본 내용이 바로 그람-슈미트 과정의 아이디어이다. 새로운 벡터를 기존에 구한 직

교하는 벡터들 위로 사영하여, 그 성분들을 새로운 벡터에서 뺀다. 이 과정을 매번 반복한다.

만약 네 번째 벡터 d가 있다면, d에서 A. B. C 위로의 3개의 사영을 뺌으로써 D를 구한다.

마지막으로 직교벡터 A. B. C. D를 각각의 크기로 나눈다. 그 결과로 얻는 91 92 93 94

는 정규직교벡터이다.

C=C-P

C

93

사영 p를 빼서 ||C||

B=b-p 구하기

단위벡터

B B

92= ||B||

사영 P
+91

A=ab

[그림 4.10] 먼저 Q를 지나는 직선 위로 b를 사영하여 B=b-p를 구한다. 그다음 C를 AB-평면 위의 p로

사하여 C=c-p를 구한다. 구한 A. B. C를 각각 | A | B ||C로 나눈다.

4 그림(Gram)이 이 아이디어를 생각했던 것 같다. 여기서 슈미트(Schmidt)의 역할은 알 수 없다.
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그림-슈미트 과정에 관한 예를 하나 살펴보자. 다음 벡터 4. b. c는 선형독립이고 직교하지 않

는다.

a b= c=

-2 3.

그러면 A=a는 ATA = 2와 ATb=2를 만족한다. b에서 b의 A 위로의 사영 p를 빼면 다음과

같다.

АТЬ

첫 번째 단계 B=b- -A=b. A= =

ΑΤΑ

이때 ATB=0 이어야 한다. 이제 c에서 C의 A, B 위로의 사영을 빼서 C를 얻는다. C를 구하

려면 사영을 두 번 한 뒤 빼야 한다.

다음 단계 C=C-
Ac BTC

-A-

ΑΤΑ В в

6

= C B =
T A

이때 C = (1, 1, 1)은 A, B 모두와 직교한다. 마지막으로 A. B. C를 크기가 1인 벡터로 정

규화한다. A, B, C의 크기는 각각√2, √6. √3이다. 이 크기로 각각 나누면 다음과 같이

정규직교 기저벡터 91 92 93를 얻는다.

91 =

1

92
= 93 =

√6

보통 A, B, C에 분수가 포함된다. 또한 거의 항상 91 92 93에 루트가 포함된다. 조금 복잡

하지만 이는 QTQ=I를 얻는 데 따르는 대가이다.

A= QR 분해

열이 4, b, c인 행렬 A로 시작해서 열이 41, 42, 43인 행렬 Q로 끝난다. 어떻게 두 행렬이 연

관되는가? 벡터 4, b, c는 벡터 91 92 93의 선형결합이므로(그 역도 성립), 행렬 A와 Q를

연결하는 세 번째 행렬이 존재한다. 이 세 번째 행렬이 A= QR에 있는 삼각행렬 R이다(이는

1장에서의 R이 아니다).

a

첫 번째 단계는 91 = ・이다(다른 벡터들과는 상관없다). 두 번째 단계는 식 (7)이다. 즉 벡
||al|

터 b는 A와 B의 선형결합이다. 여기서 C와 3는 상관없다.
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다음과 같이 나중의 벡터가 이전 단계에 끼어들지 않는 점이 그림-슈미트 과정의 핵심이다.

벡터 4. A. 1은 모두 하나의 직선 위에 있다.

. 벡터 4. b. A. B. 91 92는 모두 하나의 평면 위에 있다.

. 벡터 4. b. C. A. B C. 91 92 93는 모두 하나의 부분공간(3차원) 위에 있다.

모든 단계에서 41..... 있는 1, 9의 선형결합이다. 나중의 9. 들은 상관없다. 상관행렬 R

은 삼각행렬이고 A= QR이다.

qa abac

[abc] = [919243] A=QR

T

9 c

(9)

A = QR은 한 마디로 그림-슈미트 과정이다. QT를 A= QR의 양변 왼쪽에 곱하면 식 (9)는

R=QTA이다.

(그림-슈미트 과정) 그림-슈미트 과정은 선형독립인 벡터 41, ... 4개을 정규직교벡터

91 ... 9"으로 만든다. 이들을 열로 가진 행렬은 A= QR을 만족한다. 나중의 9. 들은 이전

의 4들과 직교하므로 R= QTA는 상삼각행렬이 된다.

앞서 살펴본 예에서 a, 들과 9. 들은 다음과 같다. R= QA의 (i, j) 성분은 Q'의 행과 A의

열의 내적이다. 내적 ga'는 R 안에 들어간다. 그러면 다음과 같이 A= QR이 된다.

1 2 3 1/√2 1/√√6 1/√3√2 √2 √18]

A= -1 0 -3=

0 -

-1/√2 1/√√6 1/√3 06-√6=QR

3 0 -2/√6 1/√3. 0 0 √3

행렬 Q와 R을 자세히 살펴보자. A, B, C의 크기는 각각√2.√6.√3이며, 이는 R의 주대

각선 위에 있다. 행렬 Q의 열들은 정규직교한다. 보통 QR에는 루트 계산이 있어서, QR이 LU

보다 복잡해 보인다. 두 분해 QR과 LU는 선형대수학에서 아주 중요하다.

선형독립인 열을 갖는 모든 행렬 A는 A= QR 분해를 갖는다. mx" 행렬 Q는 정규직교하는

열을 갖는 행렬이고, 정사각행렬 R은 양의 주대각성분을 갖는 상삼각행렬이다. 여기서 이 행렬들

이 최소제곱 문제를 푸는 데 유용하다는 사실을 기억해두어야 한다. 이 사실을 자세히 살펴보자.

우선 행렬 A. Q. R에 대해 다음이 성립한다.

ATA=(QR)TQR=RTQTQR=RTR
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그러면 ATAR=ATB는 RTRE=RTQTb로 간단해지고, 결국 R=QTb가 된다(단. R

은 상삼각행렬).

최소제곱 문제 RTRE=RTQTb 또는 R²=QTb 또는 i = R-QT6 (10)

해를 구할 수 없는 Ar=b를 푸는 대신, R²= QTb를 역대입법으로 푸는 것이 훨씬 빠르다.

필요한 계산은 그림-슈미트 과정에 있는 '번의 곱셈이다. 이는 A= QR에서 직교하는 열을

갖는 행렬 Q와 R을 계산할 때 필요하다.

아래에는 그림-슈미트 과정에 대한 비공식적인 코드가 주어진다. 이는 식 (11)을j = 1,j=2.

j="인 경우에 대해 실행한다. 코드에서 중요한 4~5행에서는 "=4로부터 U=4, 의각

qi<j) 방향 위로의 사영을 뺀다. 코드의 마지막 행에서는 ♥를 정규화(=||||로 나눔)하여

단위벡터 9를 얻는다.

=

rkj
i=1

1/2

= 2 Qij

4.b.c=41, 42, 43로 시작하여, 이 코드는 다음과 같이 41 을 만든 후에 B. 2를 만든 후에

C. 그다음 3를 만든다.

9₁ =
lla, l'

B

B=42-(902)910 92=
|| B ||

C

93
C

CCC'(TC)-

식 (11)은 C'와 C에서처럼 한 번에 하나의 사영만 뺀다. 이를 수정된 그림-슈미트(modified

Gram-Schmidt) 과정이라 한다. 이 방법은 한꺼번에 모든 사영을 빼는 식 (8)보다 수치적으로 더

안정적이다. 아래 코드에서는 MATLAB 문법을 사용했다.

for j = lin

end

v = A(:, j);

for i = 1: j-1

end

R(i, j) = Q(:, i)'*v;

v=v-R(i, j)*Q(:, i);

R(j, j) = norm(v);

Q(:, j) = v/R(j, j);

% 번 루프를 도는 수정된 그림-슈미트 과정

%는 원래 행렬 A의 열로 시작한다.

% 열 9.부터 9-1은 이미 행렬 Q 안에 있다.

% R=ga를 계산한다. 이는 9.0와 같다.

% 사영 (90) q를 뺀다.

% 이제는 모든 91・・・・・ 9과 직교한다.

% 행렬 R의 주대각성분 R는 크기이다.

%를 자신의 크기로 나누어 다음의 q를 얻는다.

% for j = 1:n을 모두 진행하면 모든 q를 얻는다.

4장, 직교성
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행렬 A에서 열을 복원하려면 다음과 같이 코드의 마지막 단계와 중간 단계를 되돌려야 한다.

j-1

Rj.jq;= (0- (자기 자신의 사영))= (A의 열)-ΣR(i,j)a (12)

식 (12)에서 우변의 합에 대한 항을 좌변으로 이항하면, 식 (12)는 QR = A의 열이 된다.

고백하자면 MATLAB. 줄리아(Julia), 파이썬(Python)과 같은 훌륭한 시스템에서 사용하는 LAPACK

같은 좋은 소프트웨어는 그림-슈미트 코드를 사용하지 않을 수도 있다. 이제는 또 다른 방법이

있기 때문이다. '하우스홀더 반사(Householder reflections)'라는 반사변환이 행렬 A에 작용하여

상삼각행렬 R을 만든다. 이는 LU 분해에서 소거법이 상삼각행렬 U를 만드는 것과 같은 방식으

로, 한 번에 1개의 열씩 진행된다.

만약 A가 삼중대각행렬이면 2×2 회전을 이용해 더 간단히 만들 수도 있다. 결과는 항상

A= QR이며 A를 직교화하는 MATLAB 명령어는 [Q, R]=qr(A)이다. 그럼에도 불구하고 그

람-슈미트 과정은 여전히 이해해두어야 할 좋은 방법이며, 가장 안정적인 코드는 각 단계에서 가

장 큰 벡터 4를 선택해 사용한다.

핵심 아이디어 리뷰

• 정규직교벡터 91 ... 4"이 Q의 열이면 qq=0.9,q= 1이 성립한다. 이에 따라

QTQ=1가 성립한다.

2 Q가 정사각 직교행렬이면 QT=Q'이다. 즉 (전치행렬)= (역행렬)이다.

• Qz의 크기는 그의 크기와 같다(|| Q=||=||=||).

④ 9. 들로 생성되는 행렬 Q의 열공간 위로의 사영행렬은 P=QQ"이다.

• Q가 정사각행렬이면 P=QQ/이고, 모든 벡터 66-91 (96)+ ... + gm (26)이다.

● 그림-슈미트 과정은 선형독립인 벡터 4. b. C로부터 정규직교벡터 91 92 93를 만든다. 이

를 행렬로 표현하면 A= (직교행렬 Q) (삼각행렬 R)이다.
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4.4 확인문제

4.4A1 또는 -1로만 이루어진 두 열을 추가하여, 4x4 '아다마르 행렬(Hadamard matrix)' 의

열들이 서로 직교하도록 만들어라. 어떻게 하면 H를 직교행렬 Q로 만들 수 있는가?

1 x x

1-1xx
=

1r r

=

[1-1]

Q&

H₁ H₁

블록행렬 Ho
=

-[HA는 1과 - 1로만 이루어진 H, 다음의 아다마르 행렬이다. HTML은 무
엇인가?

벡터 b= (6, 0, 0.2)를 H의 1열 위로 사영한 것은 P = (2. 2. 2. 2)이다. 또한 벡터 b를 H의

2열 위로 사영한 것은 P2 = (1. 1. 1. - 1)이다. 벡터 b를 1열과 2열이 생성하는 공간 위로 사영

한 P1.2를 구하라.

풀이

H는 다음과 같이 H로부터 구할 수 있다. 이는 H로부터 H을 구한 것과 마찬가지이다.

1 1

H₂ -1 1-1

H₁ = 은 직교하는 열을 갖는다.
H₂ H₂

- 1-1-1

1-1-1

H₁
그러면 Q = 는 정규직교하는 열을 갖는다. 즉 2로 나누어 행렬 Q의 열들의 크기가 10이 된다.

2

5×5 아다마르 행렬의 경우, 열들의 내적이 5개의 1 또는 -1의 합이므로 0이 될 수 없다. 따라서

5×5 아다마르 행렬은 만들 수 없다. H은 크기가 √8인 직교하는 열들을 갖는다.

HH
H HH H₁ 2HTH 0

HT-HT H -

H8

Q&
2HTH 0 √8

4.4B 직교하는 열들에 대한 핵심은 무엇인가?

풀이

QQ가 대각행렬이 되어 역행렬을 쉽게 구할 수 있다는 점이다. 이에 따라 직선 위로 사영한 뒤,

단지 더하기만 하면 된다. 축들은 서로 직교한다.
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직교행렬 Q와 직교사영 P

. A는 "개의 선형독립인 열을 R™ 안에서 . Q는 "개의 정규직교하는 열을 R™ 안에

가짐

mX" 행렬 A=

서 가짐

Q

• QTQ=1• ATA는 대칭행렬이고 가역행렬

•

P는 A의 열공간 위로의 사영행렬
•

•P=A(ATA) AT

Az=b의 최소제곱해: ATA²=ATO

Pb=(6와 가장 가까운 점)

. P=QQT

•Qz=b의 최소제곱해: 소=QTb

그림-슈미트 직교화 과정: 선형독립인 열 4, 정규직교하는 열 9

11 12

0 722 12n
= ...

0 0

0 007]

•

A= QR의 유사역행렬 A+
. Q의 유사역행렬 Q+

: A+= R+Q+= R-1QT

•(4.5절에서) A=CR의 유사역행렬 A+ •A+= R+C+= RT(CTART)-ICT

4.4 연습문제

※ [문제 1~12]는 직교하는 벡터와 직교행렬에 관한 문제이다.

1. 다음 벡터들이 서로 정규직교하는지, 아니면 직교만 하는지, 아니면 단지 선형독립인지 확인하라. 만

약 정규직교벡터가 아니라면 두 번째 벡터를 바꿔서 정규직교벡터로 만들어라.

() [0] [1] 0.8 0.3 (c) [cs] [
cose -sing

sin8 cose

2. 두 벡터 (2.2. - 1)과 (-1.2.2)는 서로 직교한다. 각 벡터를 크기로 나눈 정규직교벡터 91 92

구하라. 그리고 91.92를 행렬 Q의 열로 구성하여 QTQ, QQ'를 계산하라.

4.4 연습문제

.

-

=
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3. 다음 물음에 답하라.

(a) 행렬 A는 크기가 모두 4인 직교하는 3개의 열을 갖는다. ATA를 구하라.

(b) 행렬 A는 크기가 각각 1, 2, 3인 직교하는 3개의 열을 갖는다. ATA를 구하라.

4. 다음의 각 경우에 대한 예를 제시하라.

(a) 정규직교하는 열들을 갖지만 QQT≠I를 만족하는 행렬 Q

(b) 서로 직교하지만 선형독립이 아닌 두 벡터

(c) 벡터 91 =・J (1. 1. 1)을 포함하는 R²의 정규직교기저

5. 평면 z+y+2z=0안에서 서로 직교하는 두 벡터를 찾으라. 그리고 이 두 벡터가 서로 정규직교하

도록 만들어라.

Q과 Q2가 직교행렬인 경우, QQ2도 직교행렬임을 보여라 (QQ=I를 사용하라).
6.

Q가 정규직교하는 열을 가질 때, Qr=b의 최소제곱해 은 무엇인가?7.

91.92가 R'의 정규직교벡터일 때, 어떤 선형결합

가장 가까운가?

9. 다음 물음에 답하라.

91+
8. _92가 임의로 주어진 벡터 와

(a)q1=(0.8.0.6,0),42=(-0.6, 0.8, 0) 일 때, P=QQ'를 계산하라. P2P임을 확인하라.

(b) QQ=I를 이용해 항상 (QQT)'=QQ'가 성립함을 보여라. 그러면 P=QQ'는 Q의 열공간

위로의 사영행렬이다.

10. 정규직교벡터들은 자동으로 선형독립이다. 이 명제에 대한 다음 증명 과정에서 주어진 물음에 답

하라.

(a) [벡터 증명] cjq+C292+C393=0이면 어떤 내적을 통해 C = 0을 얻을 수 있는가? 비슷한 방

법으로 C2 = 0, cg=0임을 알 수 있다. 따라서 벡터 9들은 선형독립이다.

(b) [행렬 증명] Qz=0이면=0임을 보여라. 이때 Q는 직사각행렬일 수 있으므로 Q'는 이용

할 수 있지만 Q'는 이용할 수 없다.

11. 다음 물음에 답하라.

(a) [그림-슈미트 과정] 두 벡터 4 = (1,3,4,5,7), b=(-6.6.8.0.8)로 생성되는 평면 위에서

정규직교벡터 41.42를 찾으라.

(b) (a)의 평면 위에서 (1, 0, 0, 0, 0)과 가장 가까운 벡터를 찾으라.
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12. 41 42 43가 R의 직교하는 기저벡터일 때, 다음 식에 대해 -임을 보여라.

ab

aa

6=114,+2242+2343 또는 14,4243) 2

13. b== [8] 로부터 a = [1]에 어떤 수를 곱한 벡터를 뺌으로써 얻는 벡터를 B라 하자. B가 4와 직교하

도록 만들려면 4에 어떤 수를 곱해야 하는가? 4. b. B를 나타낸 그림을 그려라.

B

14. 91 를 계산하고 다음과 같이 QR 분해를 함으로써, [문제 13]의 그림-슈미트 과정
B

을 완성하라.

11-4463=

15. 다음 물음에 답하라.

1

(a) 91. q가 행렬 A= 2-1의 열공간을 생성하도록 하는 정규직교벡터 91 92 93를 구하라.

-2

(b) 4가지 기본 부분공간 중 43를 포함하는 공간은 무엇인가?

(c) 최소제곱법을 이용해 Ar= (1.2.7)을 풀어라.

16. a=(4.5, 2, 2)에 어떤 수를 곱해야 b= (1, 2, 0, 0)과 가장 가까운 벡터가 되는가? 4. b를 모두 포

함한 평면 위에서 정규직교벡터 41, 42를 구하라.

17. 다음과 같은 벡터 4 방향 직선 위로의 벡터 b의 사영 p와 오차 =b-p를 구하라. 그리고 정규직교

를 구하라.

a

벡터 91 92
a

=

a= b=3

[5]

18. (꼭 풀어볼 만한 문제) 다음과 같은 벡터 4, b, c에 대해 그림-슈미트 과정을 적용하여 벡터 A. B. C

를 구하라.

a = (1, -1, 0, 0), b= (0,1,-1.0). c=(0.0.1-1)

A. B. C와 4, b, c는 d = (1, 1, 1, 1)과 직교하는 벡터공간의 기저벡터이다.
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19. A= QR이면 ATA=RTR = (_삼각행렬).(_삼각행렬)이다. 행렬 A에 그림-슈미트 과정을 적용하

는 것은 ATA에 소거법을 적용하는 것과 같다. ATA의 피벗은 R의 주대각성분의 제곱이 되어야

한다. 다음 행렬 A에 그림-슈미트 과정을 적용하여 Q. R을 찾으라.

A= 21 ATA=--=
19 18

24

20. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라. 그리고 각 경우에 대한 예를 제시하라.

(a) Q가 직교행렬일 때 Q'도 직교행렬이다.

(b) 3x2 행렬 Q가 정규직교하는 열을 가지면 IQ는 항상 || ||와 같다.

21. 다음 행렬 A의 열공간에 대한 정규직교기저를 구하고, 벡터 b를 C(A) 위로

-2

A= 20131111
3

b=
3

0

사영하라.

22. 벡터 4= b= c= 에 대해 그림-슈미트 과정을 적용하여 서로 직교하는 벡터 A. B.

C를 구하라.

23. 정규직교하는 열 91 92 93를 선형독립인 열 4. b. c의 선형결합으로 표현하라. 그다음 행렬 A를

QR로 분해하라.

24. 다음 물음에 답하라.

[124]

A=005

0 36

(a) 21+22+23-1=0의 모든 해로 생성되는 R'의 부분공간 S의 기저를 구하라.

(b) 직교여공간 S'의 기저를 구하라.

(c) b,+b2=b= (1. 1. 1. 1)이 되도록 하는 벡터 b을 S에서, 벡터 b를 S'에서 찾으라.

25.ad-bc>00이면 A= QR의 성분은 다음과 같다.

[a²+c² ab+cd]

0 ad-be

√a²+c²
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a, b, c, d = 2, 1. 1. 1일 때와 a, b, c, d = 1, 1, 1, 1일 때의 A= QR을 각각 작성하라. 열들이

선형종이여서 그림-슈미트 과정이 실패할 때, R의 어떤 성분이 0이 되는가?

※ [문제 26~29]에서는 식 (11)의 QR 분해에 대한 코드를 사용한다. 이 코드는 그림-슈미트 과정을

구현한다.

26. (식 (11) 이후의 단계에서 C'를 통해 발견된) C가 식 (8)의 C와 같은 이유를 설명하라.

27. 식 (8)에서는 C로부터 의 A, B 방향의 성분을 뺀다. 왜 4. b 방향의 성분을 빼지는 않는가?

28. 식 (11)의 어떤 부분에서 2번의 곱셈이 필요한가?

29. 세 벡터a= (2,2, -1), 6= (0,-3,3),c= (1, 0, 0)에 MATLAB QR 코드를 적용하여 q, 들을

구하라.

※ [문제 30~35]에서는 특별한 직교행렬들을 다룬다.

30. 처음 4개의 웨이블릿(wavelet)이 다음 웨이블릿 행렬(wavelet matrix) W의 열에 있다.

W=

1 √2 0

1 1-√√2

21-1

0

0 √√2

1 -1 0

이 행렬의 열들의 특징은 무엇인가? 웨이블릿 행렬의 역행렬 -'를 구하라.

31. 다음 행렬 Q가 직교행렬이 되도록 하는 c를 구하라.

1 -1

1-

1-1 1-

1-1

그리고 벡터 b= (1, 1, 1, 1)을 행렬 Q의 1열 위로 사영하라. 그다음 벡터 b를 처음 2개의 열이 있는

평면 위로 사하라.

찾고, 벡터 = 0.=(0.

32. 가 단위벡터일 때 Q=I-2MW는 반사행렬이다([EX 3] 참고). 벡터 = (0, 1)로부터 행렬 Q을

√2 √2

2 2
로부터 행렬 Q2를 찾으라. 또한 Q1 Q2가 각각 벡터 (1, 2), (1, 1, 1)

에 곱해질 때의 반사를 그림으로 나타내라.
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33. 직교행렬인 동시에 하삼각행렬인 모든 경우를 찾으라.

34. Q=1-2MMT는 MTM=1일 때 반사행렬이다. 두 번 반사하면 Q=1가 된다. 다음 물음에 답하라.

(a) Qw=-임을 증명하라. 벡터 "는 반사면인 거울과 직교한다.

(b)wT=0일 때 Qw를 구하라. 반사면은 벡터 를 포함한다. 이때 벡터 ♥는 자기 자신으로 반사된다.

도전문제

35. (MATLAB 문제) A=eye (4)-diag([111], -1)일 때, [Q, R]=qr(A)를 구하라. 이를 통해

행렬 A의 열 (1, -1, 0, 0), (0, 1, -1.0), (0, 0, 1, -1), (0, 0, 0.1)을 직교화한다. 행렬 Q의 열

들에 적당한 수를 곱하여, 행렬 Q의 성분을 모두 정수로 만들 수 있는가?

36. mxm 행렬 A의 랭크가 "이다. qr (A)는 정사각행렬 Q와 R 아래쪽에 0을 만든다.

MATLAB으로부터 인수는 (mxm 행렬). (mx" 행렬) A=10001 [8]

Q의 개의 열은 어떤 기본 부분공간의 기저를 이루는가? 또한 Q2의 (-")개의 열은 어떤 기본

부분공간의 기저를 이루는가?

37. m× 행렬 Q의 열공간 위로의 사영행렬은 P=QQ"이다. 하나의 열 4를 추가하여 행렬 A=1Qa

를 만들었다고 하자. 그림-슈미트 과정은 벡터 4를 어떤 벡터 g로 바꾸는가? 이를 위해 4로 시작하여

을(를) 빼고, (으)로 나누어 q를 구하라.

4.5 행렬의 유사역행렬

랭크 r=m=n=2 랭크=m<n=3 랭크r=n<m=3

[10]

] =
[1 0

4-18
01

IR
= 01

[00]

【=【의 역행렬) JJ의 좌익) IR= (Iz의 우역행렬)

(I)(I)=I (IL)(IR)= I (√2)(2)/

첫 번째 행렬 /만 반드시 가역행렬이다. /c. / 은 한쪽 방향 역행렬만 가지며 양쪽 방향 역행렬
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은 갖지 않는다. 모든 행렬 A는 유사역행렬 A+를 갖는다. 유사역행렬은 역행렬, 좌역행렬, 우

역행렬을 모두 포함한다. 우선 한쪽 방향 역행렬의 특징에 대해 정리하면 다음과 같다.

A가 좌역행렬을 가짐 : A+A=I
• A가 우역행렬을 가짐 : AA+=I

. A가 선형독립인 열을 가짐

A는 길고 좁은 행렬: 랭크r="n

• Az=b는 해가 존재하지 않거나

유일한 해를 가짐

.

.

•A가 선형독립인 행을 가짐

A는 짧고 넓은 행렬: 랭크r=m

Ar=b는 유일한 해 혹은

무수히 많은 해를 가짐

좌영공간 N (AT) [영벡터 }

좌역행렬은 A+= (ATA)-LAT

.•AAT는 mxm 가역행렬

• 우역행렬은 A+=AT(AAT)-1

. 영공간 N(A)={영벡터 }

•ATA는 "X" 가역행렬

위 표에서 AA=/에 대한 왼쪽 부분을 살펴보자. 랭크는="<m이고, 개의 방정식 Ar=b

는 방정식이 너무 많아서 해가 존재하지 않을 수도 있다. 그러면 = A+b는 ATAR=AT를

푸는 해가 되며, 오차벡터e=b-Ai은 최소가 된다. 이것이 바로 최소제곱법이다.

이번에는 위 표에서 AA+=/에 대한 오른쪽 부분을 살펴보자. 랭크는r=m<"이고,

Ar=b는 무수히 많은 해를 갖는다. 이 경우 += A+b는 Ar=b의 최소길이 해(최단거리 해)

이다. 이 해는 행렬 A의 행공간 안에 있고 다른 해들은 z=1+1으로 표현된다. 여기서 영공

간의 성분 은 해의 길이를 증가시킨다.

행렬 A의 랭크 이 <과 <"을 만족하면 무엇을 기대할 수 있는가? 이 경우에는 한쪽 방향

역행렬도 없다. 유사역행렬 A'가 최적의 = Ab를 제공한다. 벡터 2'는 오차 || Az-6112

을 최소화한다. 동일한 Az 값과 동일한 오차를 제공하는 벡터 z=2+2„들 중 벡터 가

최소길이를 갖는다. 정리하면 다음과 같다.

I

+는 Az=b의 '최소노름 최소제곱해가 된다.

|| Az-6||'을 최소화하는 모든 벡터들 중 2+A+b가 || ||'을 최소화한다.

여기서 핵심은 2가 영공간 성분으로 0을 갖는다는 것이다. 만약 행렬 A가 선형종속인 열을

갖는다면 A가 필요하다. 이 절은 필수로 알아두어야 할 내용은 아니지만, 이와 같은 이유로

4장의 절로 포함했다. 4가지 기본 부분공간을 이용해 A'를 설명할 것이다. A는 A=CR.

A= QR 또는 특잇값 분해(SVD)를 이용해 계산할 수 있다.
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mxn 행렬 A의 "xm 유사역행렬 A+

• 모든 차원 벡터 보는 직교하는 두 부분으로 나누어 y=b+z로 표현한다.

2 벡터 b는 A의 열공간 안에 있고, 벡터 2는 AT의 영공간 안에 있다. ATz=0 이고

Az=0이다.

행렬 A의 행공간 안의 어떤 벡터 2에 대해 Ar=b이다. A+b= r를 찾기 위해 Az=b에

역변환을 취한다.

A의 유사역행렬은 A+b=z, A+2=0, Aty=A*b+A+2=z를 만족한다.

이제 A'에 관한 큰 그림을 살펴보자([그림 4.11] 참고). A는 AT와 동일한 4가지 기본 부분

공간을 갖는다. 차이점은 A+A의 경우 행공간 안에 있는 벡터 z를 다시 동일한 벡터 z로 되돌

려놓는다는 것이다. 사실 A+A는 행렬 A의 행공간 위로 사영하는 "X" 사영행렬 Prow이다.

대칭적으로 AA'는 행렬 A의 열공간 위로 사영하는 MX 사영행렬 Pcolumn이다. 가능한 경

우 A+는 A를 역변환한다(열공간에서 행공간으로).

A: A의 행공간에서 열공간으로

A+: A의 열공간에서 행공간으로

A의 행공간 A+는 A에 대한 4가지 기본

부분공간의 역할을 역으로 수행

A의 열공간'

A+의 열공간
A+의 행공간

2 = A'b
Az= b와 A+b=3 b = Az

= AA+b

= AAx

0

유사역행렬 Aty=

AzAz=0

AT의 영공간'

A+의 영공간

A+와 AT는

오른쪽에서 왼쪽으로

A의 영공간

AA=[0]
0 행공간 열공간

AA' =

사영 0 사영

[그림 4.11] A의 열공간 안에 있는 b= Ar는 A의 행공간 안에 있는 = Ab로 돌아간다.

AA이다.
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A'는 무어(Moore)가 처음 제안했고, 2020년 노벨 물리학상 수상자인 펜로즈(Penrose)가 다시

제안했다. 다음과 같이 A+는 대칭인 사영행렬 Prow와 Pcolumn을 만들 때 사용된다.

Prow = A+A = (A+A)'= (A+A)T, Pcolumn=AA+= (AA+)' = (AA+)T

ACR 또는 A= QR로부터 A+를 계산할 때, A'가 만족해야 하는 특징에 대한 판정법은

유용하다.

Ex 1 다음과 같은 행렬 A. 벡터y. 유사역행렬 A'를 살펴보자.

A==[188] = [18] + [0] =

벡터 b= [1]은 행렬 A의 열공간 안에 있다.

6+2. A+=

Ax=b [38][3/2][3]

벡터 2 = [902]는 행렬 AT의 영공간 안에 있다.

=>

y

[28] [2] [3]

따라서 A+y=A+b+A+z=z+0= =[2]이다. 그러면 A+=-

A+A= [B]이다.

[2/2 이이고.

위 결과는 다음과 같이 아주 쉽고 유용한 경우인 대각행렬 (정사각행렬 혹은 직사각행렬)로

확장된다.

[200] 1/2 0 0

D=030의 유사역행렬은 D+=

0 0 0

0 1/30 이다.

0 0 0

위 식에서는 가능한 경우에만 역수를 취했다. 그러나 1/0은 0으로 표기했다. 대각행렬 D가 추

가로 영행(또는 영열)을 갖는다면 D'는 추가로 영열(또는 영행)을 갖는다.

이 예를 통해 B. C가 가역행렬일 때, 대각행렬 D를 임의의 행렬 A=BDC로 확장할 수 있다.

A+는 C-ID+B-'이다. 여기서 B. C의 역행렬을 취할 수 있지만, 안에 있는 0의 역수를

4.5 행렬의 유사역행렬
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사용할 수는 없다. 그러므로 D'는 D'를 대치하고 A는 A'를 대치한다. 예를 들어 다음과

같다.

•A= H]의 유사역행렬은 A의 좌역행렬 A+= [11]이다.

• A=[1 1]의 유사역행렬은 A의 우역행렬 A*= [1]이다.

대부분의 행렬이 AA=J와 AA-1]를 만족하는 역행렬 A'를 갖지 못한다. 가역행렬은

선형독립인 행과 열을 갖는 정사각행렬뿐이다. A'가 존재하려면 A의 영공간과 A'의 영공간

안에 영벡터만 존재해야 한다.

이 장에서는 선형독립인 열을 가진 길고 좁은 행렬(>")에 대해 살펴봤다. 이러한 행렬 A의

랭크는 "이고, 영공간 N (A) 안에는 영벡터만 존재한다. 그러면 "X" 행렬 ATA는 가역행

렬이다. 이 경우 A+= (ATA) 'AT는 A의 좌역행렬이다.

_A+A= (ATA)-'ATA=I이다. 그러나 AA+= I는 아니다.

다른 가능성은 선형독립인 행을 가진 짧고 넓은 행렬(<")이다. 이러한 행렬 A의 랭크는

r=m이고, N (AT) 안에는 영벡터만 존재한다. 그러면 mxm 행렬 AA'는 가역행렬이다. 이

경우 A+= AT(AAT)'는 A의 우역행렬이다.

AA+= AAT(AAT)'이다. 그러나 AA=I는 아니다.

행렬 A의 중요한 역할 : 행공간에서 열공간으로

행렬 A의 행공간과 열공간에 관한 중요한 사실을 알아보자. 우선 행공간과 열공간의 차원 r(A의

랭크)이 동일하다는 것은 이미 잘 알려진 사실이다. 그러나 그것이 전부는 아니다. 더 중요한 점

은 행공간의 두 벡터 z와 X가 열공간의 동일한 벡터 Az=AX로 갈 수는 없다는 것이다.

열공간의 모든 벡터 b= Az는 행공간의 단 하나의 벡터 z로부터 나온다. 그러면 A+b=이다.

이 사실은 쉽게 증명할 수 있다. 우선 와 X는 모두 행렬 A의 행공간 안에 있고 Az= b.

AX=b라 가정하자. A(z-X)=b-b=0 이므로 - X는 행렬 A의 영공간 안에 있어야 한

다. 그러나 2-X는 행공간 안에 있기도 하다(벡터공간은 뺄셈에 대해 닫혀있으므로). 영공간은

항상 행공간과 직교하므로, 두 공간 안에 동시에 존재하는 - X는 자기 자신과 직교해야 한다.

그러므로 2-X는 반드시 영벡터여야 한다.
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이 아이디어를 다른 방향으로 설명할 수 있다. ..... z, 이 행렬 A의 행공간의 기저벡터라고

하자. 그러면 Ar..... Ar, 은 행렬 A의 열공간의 기저벡터가 된다. 이 결과를 통해 행공간과

열공간의 차원이 모두 이 된다는 사실을 쉽게 이해할 수 있다(1장의 중요한 사실). 1장에서 배우

고 3장에서 소거법을 통해 완성한 A=CR 분해가 여기에 사용된다. A=CR은 유사역행렬

A'에 대해 다음과 같은 사실을 알려준다.

mxr 행렬 C는 행렬 A로부터 가져온 개의 선형독립인 열들로 구성된다. X" 행렬 R은

행렬 A의 기약행 사다리꼴로부터 가져온 개의 선형독립인 행들로 구성된다. 이 두 행렬을

통해 A= CR 분해를 얻는다. 이제 A= CR의 유사역행렬은 A+= R+C+가 된다.

A= CR의 유사역행렬 A+= R+C+

여기서는 C와 R의 한쪽 방향 역행렬을 사용한다. C는 개의 선형독립인 열을 갖고, R은 개의

선형독립인 행을 갖는다. CTC와 RR rx, 가역행렬이다. C와 R의 유사역행렬은 한쪽 방

향 역행렬이다(C+C=I.RR+=1).

C+= (CTC)-'CT. R+=RT(RRT)-1 (3)

운좋게도 C의 좌역행렬과 R의 우역행렬이 R+C+의 순서로 배치되어 A=CR의 유사역행렬에

대해 알려준다. 이 사실은 중요하다([연습문제 10] 참고).

A+ = R+C+= RT(RRT)-'(CTC)-ICT
유사역행렬

= RT(CTCRRT)-1CT=RT(CTART)-ICT

(4)

이렇게 잘 맞아떨어지는 여러 사실에 대해 증명이 필요하다고 생각할 수 있다. 핵심은 C가 선

형독립인 열을 갖고 R이 선형독립인 행을 가질 때, CC와 RR 가 가역행렬이라는 것이다. 이

절에서는 A'에 대한 식 (4)를 적용하는 예를 소개한다. 이 주제는 이 책의 웹사이트 math.mit.

edu/linearalgebra에서 이어서 소개한다.

지금까지 A를 A의 4가지 기본 부분공간으로 설명했다. 그러나 무어와 펜로즈는 다른 접근 방

식을 취했다. 펜로즈는 유사역행렬 A'에 대해 다음 4가지 요구 조건을 만들었으며, 이 조건들을

만족하는 유일한 행렬이 바로 유사역행렬이다.

AA+A= A,A+AA+= A+, (A+A)T=A+A, (AA+)T=AA+

4.5 행렬의 유사역행렬

(5)
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그러면 A+A와 AA+는 각각 행렬 A의 행공간과 열공간 위로의 사영행렬이다.

좋은 성질을 갖는 기저를 찾으려면 많은 노력이 필요하다. 그중에서도 매우 뛰어난 성질은 '직교

성'이다. 7장의 핵심 주제는 행렬 A의 특이벡터(singular vector)를 찾는 것이다. 특이벡터는 행렬

A의 행공간 안에 있는 정규직교벡터 ...... U, 이고, 각 벡터에 행렬 A를 곱한 AU Av,

은 행렬 A의 열공간 안에서 서로 직교한다. 응용 선형대수학에서 이러한 구조는 그야말로 완벽

하다고 말할 수 있다.

유사역행렬 A+는 A=CR, A= QR, 특잇값 분해(SVD) A=UEVT와 같은 다양한 분해

를 통해 동일하게 얻을 수 있다.

A로부터 A+를 구하는 예 : 그래프의 결합행렬

3.5절의 mx " 결합행렬은 그래프의 모든 에지에 대해 하나의 행을 갖고, 모든 노드에 대해 하나

의 열을 갖는다. 행에는 0이 아닌 두 성분 - 1. 1이 있다. -1은 에지의 출발노드를 나타내

고, 1은 에지의 도착노드를 나타낸다. 실제 흐름은 화살표 방향을 따를 수도 있고, 그렇지 않을

수도 있다. 단지 각 에지에 대해 어떤 방향이 양의 방향인지에 대한 기준만 잡아놓은 상태이다.

A
3

에지

-1 1 0 0
a

-1 0 1 0 b

A= 0 -1 1 0
C

-1 0 0 1 d

0-1 0 1
e

A의 (4열)=-((1열)+(2열)+(3열)

따라서 R의 (4일)=1.1.1

행렬 A에서 = 5. "=4이고 랭크는 3이다. 처음 세 열은 다음과 같이 선형독립이다.

10

A = CR =

0 1

011

1 0 0

010-

-

-1 0 0 0 0 1

0

-

선형방정식 Ar=6에 대한 기본적인 사실들을 다시 생각해보자. 벡터 b가 행렬 A의 열들의 결

합일 때 Az= b의 해가 존재한다. 최소노름해 는 행렬 A의 행공간 안에 있는 유일한 해이다

(즉 는 행들의 선형결합이다). 다른 해 z=xt은 더 큰 노름|||||||||=

갖는다. x=1+1은 Ar=0 을 만족하는 영공간에 포함된다.

장. 직교성
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모든 행렬 A는 행공간에서 열공간으로(즉 차원에서 차원으로)의 가역변환이다.

Ax₁ = bo A bo=.= 10

는 A의 행공간 안에 있음

은 A의 영공간 안에 있음

bo는 A의 열공간

←

Ax=0
b"는 AT의 영공간

A b = 0

안에 있음

안에 있음

A'는 어떻게 계산해야 할까? 추천하는 공식은 특잇값 분해(SVD; Singular Value Decomposition)

A=UEVT로부터 나오는 A+=VE+UT이다. 여기서 U와 V는 U-1=UT=U+,

V1=VT=V+를 만족하는 정사각 직교행렬이다. mx " 대각행렬 [는 "xm 대각 유사역행

렬 5를 갖는다(의 각 0 > 0은 5'의 1/0'로 대치된다). 의주대각선에 0이 있으면 의

주대각선에서도 0으로 놓는다.

만약 A가 결합행렬처럼 정수로만 이루어진 작은 행렬이면 A+를 계산하는 또 다른 방법이 있다.

식 (6)에서는 SVD 대신 A=CR로 표현했다. 그러면 식 (4)에 따라 A+= R+C+로 계산할

수 있다. 이 방식에서는 유리수는 포함되지만 무리수는 포함되지 않는다(SVD에서는 무리수가

포함된다).

A= CR의 유사역행렬 A+= RT(CTART)-ICT

AT와 AT는 동일한 행공간과 공간을 갖는다. 둘의 차이점은 A+A가 행공간 위로 사영하는

대칭인 사영행렬이라는 것이다. 식 (5)의 4가지 펜로즈 조건을 확인할 수 있고, 다음과 같이 식

(7)로부터 (A+A)'= A+A임을 확인할 수 있다.

(7)

(AAP = RT(CART) 'CTART(CTART) 'CTAAA (8)

비슷하게 (AA+)'은 AA+이다. 만약 A가 가역행렬이면 A+A'이다. 앞서 살펴본 그래프

의 결합행렬의 경우, 다음과 같이 식 (7)을 이용한 A'의 계산은 정확한 결과를 낸다.

-2-2 0 -2 0

4 00

CTART:
1 2 0-2 0 -2

= 0 4 0 A+=
8 0 3 3 -1 -1

-1 2
0 -1 -1 3 3

(9)
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AT의 4가지 기본 부분공간은 A의 4가지 기본 부분공간과 동일하다. AT와 A'의 영공간을

확인하라. 행공간과 열공간은 직교성에 의해 반드시 일치해야 한다.

A의 행들을 더하면 0이다.

A의 (2행)= (1행)+ (3행)

A의 (1행)=(4행)- (5행)

-

-

A'의 열들을 더하면 0이다.

A의 (2열)= (1열)+(3열)

A*의 (1열)= (4열)- (5열)

방정식 ATy=0은 키르히호프의 전류법칙이다(각 노드에서 들어오는 전류와 나가는 전류가 같

다). 이 식은 회로 이론과 계산 공학에서 매우 중요하다.

4.5 연습문제

1. 다음 행렬에 대해 유사역행렬 A'를 구하라.

2

4-4- 0 4 A₁ =
0

100

2. 행렬 A의 랭크가 10이면 A=CT= (하나의 열과 하나의 행의 곱으로 나타낼 수 있다.

A+=rcT/(Tr)(cc)가 식 (5)의 펜로즈 조건을 만족함을 보여라.

3. 행렬 A에 영행(0으로만 이루어진 행)을 추가하면 A'에 영열(0으로만 이루어진 열)이 추가됨을 보여라.

코드 A에 영향이 추가되고 A'에 영열이 추가된 경우. 4가지 펜로즈 조건을 계속 만족하는지 확인한다.

4. 다음 행렬 A의 행공간 C(AT)와 열공간 C(A)는 무엇인가? AT와 동일한 4가지 기본 부분공간을

갖는 유사역행렬 A'를 구하라.

A=

10 1

5. A=4 = 190 2 ]과 4'의 유사역행렬을 구하라. 그리고 (AT)*(A*)"에 대해 설명하라.
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6. P가 사영행렬일 때(PT=P=p²), P+= P가 식 (5)의 펜로즈 조건을 만족함을 보여라.

7. 임의의 행렬 A=CR에 대해 식 (8)을 통해 (A'A)'=AA가 성립함을 확인했다. 비슷하게

(AA+)'AA'가 성립함을 확인하라.

8. 임의의 행렬 A에 대해 A'=RT(CTART) 'CT와 A= CR을 곱해서 A'A와 AA'가 대칭행렬임

을 보여라. 이 결과를 [문제 7]의 (A+A)'=AA와 결합하면 AA와 AA'가 대칭인 사영행렬임을

확인할 수 있다.

9. 274쪽의 그래프에서 노드 4와 노드 4로부터 나가는 2개의 에지를 지우자(즉 삼각형 그래프는 그대로

둔다). 결합행렬 A를 작성하고 A+를 구하라. 그리고 A=CR 형태로 분해한 뒤, 식 (7)을 이용해

A'를 다시 계산하라.

10. A=[10], B= = [1] 일 때, (AB)+는 B+A+가 아니고 (BA)+= A*B*임을 보여라. 이때 첫 번째

인수는 선형독립인 열이 필요하고 두 번째 인수는 선형독립인 행이 필요하다.

11. 왜 A의 유사역행렬은 항상 A와 동일한가?

4장에 대한 고찰 : 직교성

이 책에서 다룬 주제를 되돌아보면, 직교벡터와 직교행렬이 가장 중요하다고 할 수 있다. 이 중요

한 주제는 1장에서 다룬 벡터의 크기와 내적 개념까지 전파된다. 이와 관련한 몇 가지 사실을

살펴보자.

• Qz의 크기는 그의 크기와 같다. (Qz) (Qz)=TQTQ==||||

내적 (Qz) (Qy)는 내적 zy와 같다.: x TQQy=xTy

mX" 행렬 Q의 열공간 위로의 사영행렬은 P=QQT=(QQT)'이다.

(m>1일 때) Qz=b의 최소제곱해는 i = QTb=Qb (유사역행렬)이다.

만약 Q가 정사각행렬이면 Q=Q'이다. 더 자세한 내용은 5. 6. 7장에서 다룬다.
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거듭제곱 Q과 곱 Q1 Q2 ・・・ QN은 직교행렬이다. (행렬식)=1

● 대칭행렬 S의 고유벡터 오는 정규직교할 수 있다.

● 모든 행렬의 특이벡터는 정규직교한다.

직교행렬 생성의 성공 여부는 벡터의 크기를 정의하는 제곱합(||||'=22)과 깊이 연결되어

있다. 최소제곱 문제에서 || Az-b||'의 도함수는 대칭행렬 SATA를 생성한다. S는 직교행

렬 Q에 의해 대각화된다(6장에서 고유벡터에 대해 자세히 설명한다).

모든 행렬 A는 두 직교행렬 Q1 Q2에 의해 대각화된다(7장에서 특이벡터에 대해 자세히 설명한

다). 직교행렬에 대해 추가로 설명한 내용은 A= QS와 A= QR이다.

● 모든 가역행렬은 직교행렬 Q와 대칭행렬 S의 곱이다. 예를 들어 다음과 같다.

A= =

④ 모든 가역행렬은 직교행렬 Q와 상삼각행렬 R의 곱이다. Q와 R은 4.4절의 그림-슈미트

과정으로부터 얻는다. 예를 들어 다음과 같다.

=

13-
A=4 = 3 9 - 3 - 5 1] = QR

5 54
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