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3.1절은 대수학에 관한 질문으로 시작한다. '벡터공간(vector space)'은 어떻게 정의하는가? 3차

원 공간 R의 경우 주요 연산은 U+w와 CV이다. 이와 같은 합과 스칼라곱은 간단한 분배법칙

c(o+w)=co+cw로 연결된다. 3.1절에서는 벡터 "와 스칼라 c가 만족해야 하는 8가지 조건

을 살펴본다.

단, "와 W는 행렬일 수도 있다는 점에 주목하자. 행렬을 더할 수도 있고, 함수를 더할 수도 있다.

(그리고 c를 곱할 수도 있다). 이에 따라 행렬공간(matrix space)과 함수공간(function space)을

가질 수 있다. 그리고 R"에서는 Ar=0 을 만족하는 벡터들만 모아서 벡터공간을 만들 수 있는

데, 이는 행렬 A의 영공간(null space)을 생성한다. Az=0의 모든 해의 선형결합도 해가 되므

로 영공간은 부분공간이다.

선형대수학은 Ar=0 을 푸는 방법을 제공한다. 가장 좋은 방법은 소거이다. 소거는 Ar=0

Rz=0으로 단순화한다. 그런 다음 A=CR은 행렬 A의 선형종속인 열을 행렬 C의 처음 개

의 선형독립인 열의 선형결합으로 표현하는 방법을 알려준다. 하나의 열은 다른 열들의 선형결합

이다. 바로 여기에 Ar=0에 대한 특별한 해결책이 있다.

마침내 기저(basis) 개념이 등장한다. 기저는 공간을 완벽하게 설명하는 벡터 집합이다. 기저벡터

들의 선형결합은 공간의 모든 벡터를 생성하는 유일한 방법을 제공한다. 행렬 A의 개의 선형독

립인 열은 C(A)의 기저가 된다. Az=0의 (-)개의 특별한 해는 N(A)의 기저가 된다. 부

분공간 C와 N의 '차원'은 각각 과 (-)이다.

2장에서는 가역인 정사각행렬에 대해 다뤘다. PA=LU에 있는 4개의 행렬은 모두 최대 랭크

r=m=n을 가졌다. 행렬 A의 열공간과 행공간은 모두 전체 공간 R" 이었다. A와 AT의 영

공간은 모두 영벡터만 포함했다.

3장에서는 더 높은 수준으로 이동한다. 3장은 이 책에서 가장 중요한 장이라 할 수 있다. 모든

mx" 행렬이 허용되며, ">인 경우에는 Az=0에 대해 영벡터가 아닌 해가 존재한다. 영

공간은 열공간, 행공간과 같지 않다는 점에 유의한다. 행렬 A의 영공간은 열이나 행이 아닌 방

정식 Az=0으로 시작한다.

이 장의 주요 목표는 '선형대수학의 기본정리(fundamental theorem of linear algebra)'이다. 3.5절

에서는 다음과 같은 4가지 기본 부분공간과 이들의 차원, r, n-r, m-r을 연결한다.

A의 열공간, A의 행공간, A의 영공간, AT의 영공간

이후에 함께 제공할 그림을 통해 선형대수학의 기본정리를 더 쉽게 기억할 수 있기를 바란다.
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3.1 벡터공간과 부분공간

1. 모든 선형결합 co+dw는 벡터공간 안에 있어야 한다.

2. 행렬 A의 행공간은 A의 행으로 '생성'된다. 행렬 A의 열은 열공간 C(A)를 생성한다.

3. 행렬 M, ..., M과 함수 f1,..., fN은 각각 행렬공간과 함수공간을 생성한다.

벡터공간 R', R2, R, ...부터 시작하자. 공간 R" 에는 길이가 2인 모든 열벡터 "가 포함된다.

벡터의 성분 .... "은 모두 실수이다. U=2+3i와 같이 복소수가 허용되면 공간은

Cl, C2, C3, ...가 된다. R" 에서 벡터 U, w를 더하는 방법은 이미 알고 있다. 또한 벡터에 수

c 또는 d를 곱해서 CU 또는 dw를 얻는 방법도 알고 있다. 따라서 벡터공간 R"에서 선형결합

cut dw를 만들 수 있다.

모든 벡터공간에서 '선형결합'은 기본적인 연산이다. 이 연산은 8가지 조건을 만족해야 한다. 이

8가지 조건은 3.1절 연습문제의 시작 부분에서 소개한다. 참고로 첫 번째 조건은 o+w=w+v

이다. 8가지 조건은 R"에서 성립함을 쉽게 확인할 수 있으나, 이 조건들을 외울 필요는 없다.

여기서 중요한 사항은 모든 선형결합 cu+dw가 벡터공간에 속해야 한다는 점이다. 예를 들어

모든 성분이 > 0인 벡터 (U1,..., U)의 집합은 벡터공간이 아니다. 또 Az= (1, 1, …, 1)

의 해집합은 벡터공간이 아니다. R"에서 직선은 원점 (0, 0, ・・・, 0)을 통과하지 않으면 벡터공

간이 아니다.

직선이 0을 통과하면 직선 위의 점에 임의의 수 c를 곱할 수 있다. 그리고 직선을 벗어나지 않고

직선 위에 점들을 더할 수 있다. R" 에서 0을 지나는 직선은 벡터공간 내부의 벡터공간이라는

부분공간의 개념을 보여준다.

벡터공간의 예

이 책에서는 주로 벡터공간과 함께 그 부분공간인 직선과 평면에 대해 다룬다. 영벡터 0= (0, 0,

・, 0)만 포함된 공간 2도 부분공간이다. 선형결합 co+d0은 0이므로 여전히 부분공간 2의

내부에 있기 때문이다. Z는 가장 작은 벡터공간이다. Z를 종종 가역행렬의 영공간으로 본다.

만약 Az=0의 유일한 해가 영벡터 z=0이라면, 행렬 A의 열들은 선형독립이고, 행렬 A의

영공간은 Z이다.
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행렬로 이루어진 벡터공간도 생각할 수 있다. 행렬공간 R3x3은 모든 3X3 행렬로 구성된다.

여기서 행렬의 선형결합 CA+dB를 취할 수 있다. 이 선형결합 연산은 벡터공간이 되기 위한

8가지 조건을 쉽게 만족한다. R3x3의 한 부분공간은 9개의 성분 모두가 동일한 행렬의 집합이

다(행렬의 직선). 모든 3×3 대칭행렬의 집합 S도 부분공간이다. A. B가 대칭행렬일 때,

CA+dB도 대칭행렬이기 때문이다. 그러나 가역행렬로 이루어진 집합은 부분공간이 아니다. 왜

부분공간이 아닐까?

함수로 이루어진 벡터공간도 가능하다. (임의의 c에 대해) 함수 y = ce들로 이루어진 집합인 '함

dy

수공간의 직선'은 벡터공간이 된다. 이 함수의 직선은 미분방정식 -=y의 모든 해를 포함한
dx

다. 또한 y = a+br+cr'과 같은 2차함수들로 이루어진 집합도 함수공간이 된다. 이 함수공간

d³y
은 선형 미분방정식 =0의 해들을 모아놓은 집합이다. 그러면 행렬공간에서 함수공간으로

d³y

5= 0 이 선형 대수방정식 Ar=0 을 대체함을 확인할 수 있다.
dx3

이동할 때, 선형 미분방정식

어떤 면에서 모든 3×3 행렬의 공간은 본질적으로 R과 동일한 공간이다. 또한 함수

f(x) = a+bx + cx'들로 이루어진 공간은 본질적으로 R'과 동일하다.

행렬과 함수의 선형결합은 해당 공간에서 잘 정의된다. 이 책에서는 함수공간보다 열벡터만으로

이루어진 벡터공간을 주로 다룰 것이다. 반복해서 강조하면, '공간'이라는 단어는 벡터나 행렬 또

는 함수의 모든 선형결합이 공간 안에서 닫혀있음을 의미한다.

벡터공간의 부분공간

행렬과 함수를 벡터로 생각할 필요가 있다. 그러나 대부분 우리가 가정하는 벡터는 열벡터이다.

이들은 "개의 성분을 가진 벡터이다(그러나 "개의 성분을 가진 모든 벡터가 아닐 수도 있다).

R"의 내부에는 중요한 벡터공간이 있고, 이들은 R"의 부분공간이다.

일반적인 3차원 공간 R'부터 시작하자. 원점 (0, 0, 0)을 지나는 평면을 선택한다. 이 평면은

그 자체로 벡터공간이다. 이 평면 안에 있는 두 벡터의 합은 이 평면 안에 있다. 평면 안에 있는

벡터에 2 또는 -5를 곱한 벡터 또한 평면 안에 있다. 3차원 공간의 원점을 지나는 평면은 R'처

럼 보이더라도 R'과 다르다. 3차원 공간의 원점을 지나는 평면 안의 벡터에는 3가지 성분이 있

으며 이 벡터는 R'에 속한다. 따라서 이 평면은 R' 내부에 있는 벡터공간이다.

위 내용은 선형대수학의 아주 기본적인 아이디어 중 하나를 보여준다. 원점 (0, 0, 0)을 지나는

평면은 전체 벡터공간 R'의 부분공간이라는 것이다.
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정의 부분공간 판정법

벡터공간의 부분공간(subspace)은 (0을 포함하며) 다음 2가지 조건을 만족하는 벡터들의 집

합이다. U, W가 부분공간의 벡터이고 C가 임의의 스칼라일 때,

(i) o+w가 부분공간 안에 있다.

(ii) cu가 부분공간 안에 있다.

즉 벡터들의 집합은 합 + w와 스칼라곱 cu (그리고 dw)에 대해 '닫혀있다'. 이와 같은 연산은

부분공간에서 닫혀있다. 또한 뺄셈도 가능하다. 왜냐하면 - w가 부분공간 안에 있고 와 -w

의 합이 뺄셈 - w이기 때문이다. 부분공간 안에 있는 벡터들의 모든 선형결합은 부분공간 안에

있다.

앞서 살펴본 연산들은 부분공간이 속한 원래 벡터공간의 조건을 따르므로, 벡터공간이 되기 위해

필요한 8가지 조건이 자동으로 충족된다. 따라서 벡터공간의 부분집합이 부분공간이 되는지를

판정하기 위해서는 부분집합의 벡터 U, W가 선형결합에 대해 닫혀있는지만 확인하면 된다.

알아두어야 할 사실 하나는 모든 부분공간이 영벡터를 포함한다는 것이다. 즉 R의 평면이 부분

공간이 되기 위해서는 원점 (0, 0, 0)을 지나야 한다. 이 사실을 강조하기 위해 별도로 언급했지

만, 이 내용은 앞서 살펴본 부분공간 판정법의 조건 (ii)에서 유도된다. C=0을 선택하면 가

부분공간 안에 있어야 한다.

원점을 포함하지 않는 평면의 경우 부분공간 판정법을 만족하지 못한다. 즉 이 평면들은 부분공간

이 아니다. 원점을 지나는 직선도 부분공간이다. 직선 위에 있는 두 벡터를 더하거나 어떤 벡터에

5를 곱하면 그 벡터는 직선 위에 있다. 직선은 반드시 원점 (0, 0, 0)을 지나야 한다.

또 다른 부분공간은 전체 공간 R'이다. 전체 공간은 자기 자신의) 부분공간이다. 다음은 R의

가능한 모든 부분공간 목록이다.

L: (0,0,0)을 지나는 모든 직선 R3 : 전체 공간

P: (0, 0, 0)을 지나는 모든 평면 Z: 단일 벡터 (0,0,0)

평면이나 직선의 일부만 가져온다면 부분공간 판정법에 대한 조건이 성립하지 않는다. R'에 대한

다음 예를 살펴보면 이들은 모두 부분공간이 아니다.
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1 성분이 양수 또는 0인 벡터 (x, y)만 포함하는 집합이 있다(이는 제1사분면이다).

벡터 (2, 3)은 제1사분면에 포함되지만 (-2,-3)은 포함되지 않는다. 따라서 부분공간

판정법의 조건 (ii)에서 c=1을 곱하면 조건에 위배된다. 그러므로 제1사분면은 R'의

부분공간이 아니다.

② 성분이 양수 또는 0인 벡터와 모두 음수인 벡터 (x, y)를 포함하는 집합이 있다(이

는 제1사분면과 제3사분면이다). 이 경우 부분공간 판정법의 조건 (ii)가 충족된다. 즉 임의

의 수 c를 곱해도 닫혀있다. 그러나 조건 (i)이 충족되지 않는다. = (2,3)과

w=(-3.-2)의 합은 (-1, 1)이 되는데, 이는 제1사분면과 제3사분면의 점이 아니기

때문이다. 따라서 제1사분면과 제3사분면의 합집합은 R'의 부분공간이 아니다.

조건 (1)과 (ii)는 벡터합 + w와 스칼라곱 CU를 포함한다. 두 조건은 다음과 같이 하나의 조건

으로 결합할 수 있다.

벡터 U. w를 포함하는 부분공간은 반드시 모든 선형결합 cut dw를 포함해야 한다.

③ 모든 2×2 행렬의 집합 M은 벡터공간이다. M은 다음과 같은 두 부분공간을 갖

는다.

U: 모든 상삼각행렬 [82] D : 모든 대각행렬 [82]

U 안에 있는 상삼각행렬들의 합은 U 안에 있다. D 안에 있는 대각행렬들의 합도 D 안에

있다. D는 M의 부분공간이기도 하지만, U의 부분공간이기도 하다. 물론 영행렬은 U. D.

M 모두에 포함된다. Z는 항상 하나의 벡터를 갖는 부분공간이다.

항등행렬의 상수배도 M 의 부분공간이다. 항등행렬의 상수배 CJ는 M 안에서 '행렬의 직선'

을 형성한다. 이 또한 U와 D의 안에 있다.

항등행렬 / 자체가 부분공간이 될까? 물론 아니다. M 안에서 하나의 원소로 구성된 부분공

간은 영행렬뿐이다. M 안에서 더 많은 부분공간을 만들 수 있다. 3.1절 [연습문제 5]에서

이와 관련한 내용을 다룬다.
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A의 열공간

가장 중요한 부분공간은 행렬 A에 관한 것이다. 우리는 Ar=b를 풀고자 한다. 이 방정식의

해가 존재하기 위해서는 우변 벡터 6를 행렬 A와 벡터 x 의 곱으로 나타낼 수 있어야 한다. A와

의 곱으로 나타낼 수 있는 벡터 b는 행렬 A의 '열공간'을 형성한다.

Ar는 행렬 A의 열들의 선형결합이라는 점을 기억하자. 가능한 모든 벡터 b를 얻기 위해 가능한

모든 를 사용한다. 그리고 행렬 A의 열들의 모든 선형결합을 취한다. 그러면 이 선형결합은

행렬 A의 열공간을 생성한다. 이는 열벡터로 구성된 벡터공간이다.

정의 열공간

열공간은 모든 열의 선형결합으로 구성된다. 이러한 선형결합은 가능한 모든 벡터 Az이다.

벡터 Ar들이 열공간 C(A)를 채운다.

열공간은 이 책 전체에 매우 중요한 주제이다. Az=b를 해결하는 것은 벡터 6를 행렬 A의

열들의 선형결합으로 표현하는 것과 같다. 우변 벡터 b는 행렬 A의 열공간 안에 있어야 하며,

그렇지 않으면 Ar=b의 해는 존재하지 않는다.

방정식 Az=b의 해가 존재할 필요충분조건은

벡터 6가 행렬 A의 열공간 안에 있는 것이다.

벡터 6가 열공간 C(A) 안에 있을 때, b는 행렬 A의 열들의 선형결합이다. 이때 선형결합의

계수는 방정식 Azr=b의 해가 된다. '공간'이라는 단어는 모든 열의 선형결합을 취함으로써 정당

화된다. C(A)에는 R' 안에 있는 영벡터가 포함된다.

주의할 점은 행렬 A의 열만 모으면 이는 부분공간을 형성하지 않는다는 것이다. 가역행렬은 부

분공간을 형성하지 않는다. 특이행렬도 부분공간을 형성하지 않는다. 모든 선형결합을 포함해야

한다. 열들의 선형결합을 취할 때, 행렬 A의 열들은 부분공간을 '생성한다.

A의 행공간

행렬 A의 행은 전치행렬 A의 열이다. A가 mx " 행렬이면 AT는 "xm 행렬이다. 가급적

열벡터를 다루는 것을 선호하므로 A'를 이용한다.
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A의 행공간은 전치행렬 A의 열공간 CAT)이다.

A의 행공간은 R" 의 부분공간이다. 여기에는 AT의 2개의 열벡터와 이들의 모든 선형결합이

포함된다. 벡터 C가 부분공간 C(AT), 즉 A의 행공간 안에 있을 때, 방정식 ATy=c의 해가

존재한다.

1장에서는 왜 C(A)와 C(AT)가 모두 개의 선형독립인 벡터를 갖는지 설명했다. 이 경우

= rank (A)=rank (AT)이다. 이에 대한 새로운 증명은 3.5절에서 확인하자.

④ 랭크 1 행렬 A=MUT의 행공간은 모든 열벡터 CU의 직선이다. 왜냐하면

AT=UW의 모든 열이 벡터 의 상수배이기 때문이다. 하나의 벡터 ♥는 행렬 A의 행공간을

생성하며, 하나의 벡터 "는 행렬 A의 열공간을 생성한다. 이 공간들은 원점 0을 통과하는

직선이다.

A의 열은 벡터공간 C(A)를 생성한다

앞으로 '생성'이라는 용어가 유용하게 사용될 것이다. R의 부분집합 S로 시작하자. S가 N개

의 벡터만 포함한다면, S는 확실히 부분공간이 아니다. 그러나 S의 모든 벡터의 선형결합을 포

함한다면 벡터공간 V가 만들어진다. 이 경우 집합 S는 벡터공간 V를 생성한다. 사실 V는 S

를 포함하는 가장 작은 벡터공간이다(벡터공간을 생성하려면 모든 선형결합을 포함해야 하기 때

문이다).

이것이 바로 우리가 행렬 A의 열에 대해 한 일이다. 행렬 A의 "개의 열은 A의 열공간 C(A)를

생성하며, C(A)는 모든 열들의 선형결합을 포함한다. 선형독립성과 생성은 무관한다. 동일한

방식으로 행렬 A의 2개의 열은 A의 행공간 C(AT)를 생성한다.

하라.

EX G

•"X" 행렬 A가 가역행렬일 때, 행렬 A의 열은 R"을 생성한다.

•3×3 가역행렬은 전체 행렬공간 R3x3을 생성한다.

• 3×3 특이행렬(비가역)은 R'x'을 생성한다.
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다음으로 살펴볼 것은 영공간 N(A)이며, 이를 위해서는 새로운 아이디어가 필요하다. Az=0

(방정식은 1개이고, 벡터는 "개가 아님)으로 시작하자. 이 방정식의 해 그는 행렬 A의 영공간을

만들고, 영공간은 벡터공간이 된다. 왜냐하면 Az=0, Ay=0이면 A(cz+dy)=0 이기 때

문이다. 우리는 이와 같은 해 x, y 를 찾기 위해 노력해야 한다.

Q. 언제 10개의 벡터가 R'을 생성하는가? 이는 가능하다. 그러나 아무렇게나 고른 10개의 벡터

로는 R'을 생성할 수 없다.

3.1 연습문제

※ [문제 1~7]은 일반적인 벡터공간에 관한 문제이다. 각 벡터공간의 벡터가 반드시 열벡터인 것은

아니다. 벡터공간의 정의에서 합x + y와 스칼라곱 cr는 다음 8가지 조건을 만족해야 한다. 조건

(1)~(4)는 +y에 관한 내용이고, 조건 (5)~(6)은 C에 관한 내용이며, 조건 (7)~(8)은 z+y

와 cz를 연결한다.

(1)x+y=y+z

(2)z+(y+z)=(x+y)+z

(3) 모든 벡터 에 대해 z+0=z를 만족하는 벡터는 '영벡터 0'이 유일하다(합에 대한 항원

0이 유일하게 존재).

(4) 모든 벡터 에 대해 + (-)=0을 만족하는 벡터는 -가 유일하다(합에 대한 역원이 유일

하게 존재)

(5) 1 x x

(6) (Cica)=G(22)

(7) c(zty)=cz+cy

(8) (+2)==Cjz+czx

1. (222) + (1.32)를 (I+y I2+y)으로 정의한다. R'에서의 일반적인 스칼라곱 (== (CIC)

를 가정할 때, 8가지 조건 중 어느 것을 만족하지 않는가?

1

2. 스칼라곱 Cr를 (CI,CI2) 대신 (CZ, 0)으로 정의한다. R에서의 일반적인 합을 가정할 때, 8가지

조건을 만족하는가?
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3. 다음 물음에 답하라.

(a) R'에서 양수 > 0만 유지하면 8가지 조건 중 어떤 조건에 위배되는가? 단, C는 모든 실수가

허용되어야 한다. 이 반직선은 부분공간이 아니다.

(b) 양수에 대해 합 x+y는 zy, 스칼라곱 cr는 '으로 정의하면 8가지 조건을 모두 만족한다.

c=3=2,y=1일 때 조건 (7)을 판정하라(그러면 합은 zty=2. 스칼라곱은 cr=801

된다). 이 벡터공간에서 어떤 수가 합에 대한 항등원인 '영벡터'의 역할을 하는가?

4. 행렬 A= [2-2]는 모든 2×2 행렬의 벡터공간 M의 '벡터'이다. 이 벡터공간의 영벡터, 플A,

-A를 작성하라. A를 포함하는 가장 작은 부분공간(A에 의해 생성되는 부분공간)에는 어떤 행렬들

이 포함되는가?

다음 물음에 답하라.

(a) A= [10]을 포함하지만 B=1-[0-9]은 포함하지 않는 2×2 행렬의 벡터공간 M의 부분공

간에 대해 설명하라.

(b) M의 부분공간이 행렬 A, B를 모두 포함할 때, 이 부분공간은 항등행렬을 포함해야 하는가?

(c) 0이 아닌 성분을 갖는 대각행렬을 포함하지 않는 M의 부분공간에 대해 설명하라.

6. 함수 f(2)=22과 g(z)=52는 F에서 '벡터'이다. F는 모든 실함수의 벡터공간이다(단, 함수는

-웅<<웅에 대해 정의된다). 선형결합 3f(x)-4g(z)는 함수 (z)= 이다.

7. (z)에 c를 곱한 것이 f(c)이면 벡터공간의 어떤 조건을 만족하지 못하는가? 단, 합 연산은 일반

적인(z)+g(z)를 따른다.

※ [문제 8~15]는 '부분공간이 되기 위한 조건'에 관한 문제이다. 부분공간에서 +y.cz (그리고 모

든 선형결합 cr+dy)에 대해 닫혀있어야 한다.

8. 부분공간에 관한 하나의 조건은 만족할 수 있지만, 다른 하나는 만족하지 않을 수 있다. 다음 예에

대해 이를 확인하라.

(a) R²의 부분집합으로, z+y에 대해서는 닫혀있고, 글에 대해서는 닫혀있지 않은 집합

(b) R²의 부분집합으로(제1사분면과 제3사분면으로 이루어진 것 제외), C에 대해서는 닫혀있고,

x+y에 대해서는 닫혀있지 않은 집합
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9. 다음 중 R의 부분공간은 무엇인가?

(a) b = by를 만족하는 벡터 (by. by, by)로 이루어진 평면

(b) b = 1을 만족하는 벡터 (by. by, by)로 이루어진 평면

(c) bybaby=0을 만족하는 벡터 (by bye by)로 이루어진 집합

(d)=(1,4.0)과 w=(2,2,2)의 모든 선형결합으로 이루어진 집합

(e) b+b2+bg=0을 만족하는 모든 벡터의 집합

(f) bsb2bg를 만족하는 모든 벡터의 집합

10.2×2 행렬공간 M에서 다음을 포함하는 가장 작은 부분공간에 대해 설명하라.

(
a

) (b) (c) H. B

11. P는 방정식 x+y-2z=4가 나타내는 R' 안의 평면이다. 원점 (0, 0, 0)은 P 안에 없다. P 안의

어떤 두 벡터를 찾아서 그 두 벡터의 합이 P 안에 없음을 확인하라.

12. Po는 [문제 11]의 P와 평행한 평면이고 원점 (0, 0, 0)을 지난다. P의 방정식을 구하라. 그리고

P. 안의 어떤 두 벡터를 찾아서 그 두 벡터의 합이 P。 안에 있음을 확인하라.

13. P는 원점 (0, 0, 0)을 지나는 평면이고, L은 원점 (0, 0, 0)을 지나는 직선이다. P와 을 모두 포

함하는 가장 작은 벡터공간은 또는 _이다.

14. 다음 물음에 답하라.

(a) 2x2 행렬공간 M에서 가역행렬의 집합은 부분공간이 아님을 보여라.

(b) 2×2 행렬공간 M에서 특이행렬의 집합은 부분공간이 아님을 보여라.

15. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(예를 통해 각 경우의 합을 확인하라).

(a) M에서 대칭행렬(ATA를 만족)은 부분공간을 형성한다.

(b) M에서 반대칭행렬(AT-A를 만족)은 부분공간을 형성한다.

(C) M에서 비대칭행렬(ATA를 만족)은 부분공간을 생성한다.

※ [문제 16~26]은 열공간 C(A)와 방정식 Ar=b에 관한 문제이다.

16. 다음 행렬의 열공간(선 또는 평면)에 대해 각각 설명하라.

2 0]

A=00

[00

.
B=02

[00

C=2

10 0
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17. 우변의 bl. b2. bg가 무엇일 때, 다음 방정식의 해가 존재하는가?

1 4 2

(a) 2 8

-1-4

4

-2

1

(b) 2 =

18. 행렬 A의 1행을 2행에 더하면 행렬 B를 얻는다. 행렬 A의 1열을 2열에 더하면 행렬 C를 얻는다.

B 또는 C 중에서 열들의 선형결합이 행렬 A의 열들의 선형결합과 같은 것은 무엇인가? 열들의

선형결합이 같은 두 행렬은 같은 열 을 갖는다.

A= B= C=
2

19. 우변 (b, bye by) 가 무엇일 때, 다음 방정식의 해가 존재하는가? 이 경우 벡터 b는 C(A) 안에 있다.

11]

(a) 011

0 0 1

==

11]

(b) 011 x=

10 0 0

1 1 1

(c)001

0 0 1

20. (꼭 풀어볼 만한 문제) 행렬 A에 열 b를 추가하면 어떤 경우를 제외하고 열공간이 커지는가? 열공

간이 커지는 예와 그렇지 않은 예를 제시하라. 열공간이 커지지 않는 경우, 왜 Ar=b를 풀 수 있는

가? Ar=b를 풀 수 있으면 A와 [Ab]의 열공간은 동일하다.

21. AB의 열은 A의 열들의 선형결합이다. 따라서 AB의 열공간은 A의 열공간에 포함된다(아마 일치

할 수도 있다). A의 열공간이 AB의 열공간과 같지 않은 예를 제시하라.

22. Az=b와 Ay=b'의 해가 모두 존재한다고 가정하자. 그러면 Az=b+b'의 해도 존재한다. 2는 무

엇인가? b와 b'가 열공간 C(A) 안에 있다면, 6+6'도 C(A) 안에 있다. 이는 벡터공간이 되기

위한 조건이다.

23. 만약 A가 5×5 가역행렬이면, A의 열공간은 무엇인가? 그렇게 생각한 이유는 무엇인가?

24. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(거짓인 경우 반례를 찾으라).

(a) C(A) 안에 속하지 않는 벡터 b의 집합은 부분공간이다.

(b) C(A)가 영벡터 하나만 포함한다면, A는 영행렬이다.

(c) 2A의 열공간은 A의 열공간과 동일하다.

(d) A-1의 열공간은 A의 열공간과 동일하다.
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25. 열공간이 (1, 1, 0), (1, 0, 1)을 포함하고 (1, 1, 1)을 포함하지 않는 3X3 행렬을 구하라. 그리고

행렬의 열공간이 하나의 직선이 되도록 하는 3×3 행렬을 구하라.

26. 모든 벡터 b에 대해 Ar=b의 해가 존재하고, A가 9×12 행렬일 때 C(A)를 구하라.

도전문제

27. S와 T가 벡터공간 V의 두 부분공간이라 가정하자. 다음 물음에 답하라.

(a)합 S+T는 SES, t∈T일 때 모든 합 s+t를 모아놓은 집합으로 정의한다. S+T가 벡터공

간이 되기 위한 조건을 만족함을 보여라. S+T는 합과 스칼라곱에 대해 닫혀있다.

(b) S와 T가 R 안에 있는 직선일 때, S+T와 합집합 SUT의 차이는 무엇인가? SUT가

S+T를 생성함을 보여라.

28. S가 행렬 A의 열공간 C(A)이고, T가 행렬 B의 열공간 C(B)일 때, S+T는 어떤 행렬 M의

열공간인가? A, B, M의 열은 모두 R 안에 있다. 그러나 A+B가 항상 M이 되는 것은 아니다.

M의 열들이 S+T를 생성한다.

29. 행렬 A와 [A AB]가 동일한 열공간을 가짐을 보여라. C(A²)이 C(A)보다 작아지는 정사각행렬

A를 구하라. 행렬 A가 어떤 특징을 갖는 "X" 행렬일 때, C(A)=R"이 성립하는가?

대한 2개의 선형독립인 해를 구하라. 그러면 2차원 해공간은 어떤 함수 y =

으로 나타낼 수 있다.

d²y

30. 2계 미분방정식 =y에 대한 또 다른 선형독립인 해(y= 제외)를 구하라. 또
dx²

d²y
=-y에

dx²

의 선형결합

31. V와 W는 R"의 두 부분공간이다. 이들의 교집합 VnW는 두 부분공간 V. W 모두에 있는 벡터

들을 포함한다(V, W 모두에 영벡터가 포함된다는 점에 유의한다). 다음 질문을 이용해 VnW가

부분공간임을 보여라.

"와 "가 VOW에 포함되는 경우, cx+dy가 VOW에 포함되는가?"
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3.2 소거법을 이용한 영공간 계산: A=CR

1. R" 안에 있는 영공간 N(A)는 Az=0의 모든 해로 구성된다. 영공간에는 x=0 이

포함된다.

2. A에서 Ro, R에서 R로의 소거는 영공간을 바꾸지 않는다(N(A)=N(Ro)=N(R)).

3. 기약행 사다리꼴 Rorref(A)는 7개의 열에서 를, (2-1)개의 열에서 F를 갖는다.

4.j열이 이전 열들과 선형종이면, Ar=0은 x = 1인 특별해(special solution)를 갖는다.

5. Az=0에 대한 (-)개의 특별해는 -F와 I를 포함한다.

6. m<인 가로가 길고 세로가 짧은 모든 행렬은 Ar=0의 영벡터가 아닌 해를 영공간

에서 갖는다.

이 절에서는 Az=0의 모든 해를 찾는다. 정사각행렬 A가 가역행렬(랭크는 = 2)일 때, 유일

한 해는 0이다. 그러면 행렬 A의 영공간은 영벡터만 포함한다. 즉 행렬 A의 열들은 선형독

립이다. 그러나 일반적으로 행렬 A는 개의 선형독립인 열을 갖는다(=(랭크)). 행렬 A의

(2-1)개의 서로 다른 열은 선형독립인 열들의 선형결합이다. 이제 행렬 A의 영공간에서

(2-1)개의 벡터를 찾고자 한다. 이는 Az=0의 특별해이다.

A가 가역인 정사각행렬인 경우, 2장에 따르면 A는 상삼각행렬 U로 단순화된다. 모든 형태의

행렬에 대해 소거법은 Ar=0을 '사다리꼴'Rz=0으로 단순화한다(실제로 A가 가역행렬일

때는 R=I가 되어, 소거법은 L과 U보다 더 진행되어 단순화될 수 있다). R의 2가지 예를

통해 확인해보자.

다음 [EX 1]의 R은 랭크가 2인 행렬이다. "=4개의 열이 있으므로 Rz=0에 대해

(n-1)=4-2-2개의 선형독립인 해를 찾으면 된다. 영공간 N(R)의 차원은 2이다.

1 다음 연립방정식 Rz=0의 해를 생각해보자.

R=[IF]P=1035 Rx=0
0 1 4 6

+3x3+5240

22+423 +6240

두 '특별해'는 쉽게 찾을 수 있다(3=1, 20 또는 3=0.1).
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=• 13-140이면 첫 번째 방정식에 따라 =-1

2=-4이다.

-3이고, 두 번째 방정식에 따라

•

・X3=0.4=1이면 첫 번째 방정식에 따라 = -5이고, 두 번째 방정식에 따라

2=-6이다.

두 특별해 s = (-3, -4, 1, 0), S2 = (-5,-6, 0, 1)은 R의 영공간에 포함된다. 즉

Rs=0. Rs2=0이다. 두 해의 임의의 선형결합도 영공간에 포함된다. 행렬 R과 벡터

=CIS+C2S2의 곱은 영벡터이다. 이러한 특별해 S1 S2가 영공간의 기저가 된다.

[EX 1]의 행렬 R은 다루기 쉬웠다. 처음 두 열에는 항등행렬이 있다(P= 1). R은 '기약행사다

리꼴의 예이다. 기약행 사다리꼴의 예를 하나 더 살펴보자. 참고로 R의 아래첨자 0은 영행이

포함됨을 의미한다.

Ex 2 다음 연립방정식 Roz=0의 해를 생각해보자.

Ro =

[1 7 0 8

0019

0 0 0 0

.
Rox = 0

21+722+0x3+8140

x3+9x=0

0=0

이제 항등행렬 형태는 1열과 3열에 있으며 3행은 영행이다. Ro는 여전히 기약행 사다리꼴

이며, 이보다 더 간단하게 만들 수는 없다. 항등행렬 형태에 있는 성분 1은 여전히 각 행의

0이 아닌 첫 번째 성분이다. '사다리꼴'이라는 용어는 1의 '계단'을 의미한다. 모든 영행은

항상 RO의 마지막 행에 위치한다.

특별해는 여전히 자유변수(free variables) 2.에 대해 1, 0의 값을 갖는다.

・X2=1.2=0이면 첫 번째 방정식에 따라 =-7이고, 두 번째 방정식에 따라

30이다.

•22=0.2=1이면 첫 번째 방정식에 따라 2=-8이고, 두 번째 방정식에 따라

3-9이다.

특별해는 S = (-7,1,0,0), S2 = (-8,0,-9, 1)이다. 자유변수 2. 의 경우, 자유

롭게 1, 0을 선택하고 다음으로 0, 1을 선택한 것이다. Ro=0을 이용하면 1.3를 구

할 수 있다. 1열과 2열에서 항등행렬 형태를 유지하고 싶다면 치환행렬 P가 필요하다.
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이 절의 계획은 다음과 같다. 임의의 X" 행렬 A로 시작하여 소거법을 적용한다. 이에 따라

행렬 A를 기약행 사다리꼴 Ro= rref(A)로 바꾼다. 앞의 [EX 1]과 [EX 2]에서는 Ro = R

인 가장 간단한 형태와 R가 영행을 갖는 일반적인 형태를 제시했다. R의 모든 영행을 제거하

면 R이 된다.

[1 0 3 5]
가장 간단한 경우(r, m, n=2, 2, 4) R= [IF]

0 1 4 6

F

일반적인 경우, m, n=2, 3, 4) R₁ =

[1 7 0 8

0019

0 0 0 0

J와 F에는 개의 행이 있다. 소거 후의 행렬 R와 원래 행렬 A에는 2개의 행이 있다. 따라서

Ro에는 (-)개의 영향이 있다. 이 영행들을 제거하면 R= [IF]P가 된다.

요약

2장에서 살펴본 행렬 A는 가역인 정사각행렬이었다. Ar=b에 소거법을 적용하면

Uz=C로 바뀌었다(U는 상삼각행렬). 그다음 역대입법으로 그를 구했다.

여기서는 랭크가 인 일반적인 행렬을 가정한다. 소거법은 1장에서와 같이 x 항등행렬에

도달할 때까지 진행한다(행렬 A의 처음 개의 선형독립인 열로 C를 생성했다). 이제 A를

C와 R로 분해한다.

새로운 각 열에 대한 질문을 하나 생각해보자. "새로운 열은 이전 열들과 선형종인가?" 이 절에

서는 Ar=0 을 R2 = 0으로 바꾸고 영공간을 찾는다. 그리고 3.3절에서는 Az=b를 Rr=d

로 바꾸고 모든 해를 찾는다. 앞서 살펴본 예는 행렬 A에 대한 모든 소거를 마친 후의 행렬 R을

보여줬다. R을 유도하는 단계들은 곧 살펴볼 것이다.

[부록 A9]에서는 기약행 사다리꼴 rref(A)를 'A=CR을 찾고 Ar=0 을 푸는 핵심 단계'로 요

약한다.

A에서 rref(A)로의 소거: 기약행사다리꼴

소거는 어떻게 작동할까? 어떤 순서로든 다음 3가지 단계로 실행할 수 있다.
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한 행에서 다른 행위 또는 아래)의 상수배를 뺀다.

② 행에 0이 아닌 수를 곱한다.

행을 서로 교환한다.

[EX 1]과 [EX 2]에서 소개한 가장 간단한 R의 경우와 일반적인 R의 경우로 계속 진행하자.

다음은 2×4 행렬 A가 소거를 통해 [EX 1]의 2×4 행렬 R= [IF] 로 바뀌는 과정을 보여준다.

A =
[12 11 17] [12 11 17]

[37 37 57] 0 1 4

[1 0 3 5]
->> |= R

1 4 6

소거는 1열로 시작한다. 먼저 2행에서 1행에 3을 곱한 것을 뺀다. 이 결과에 따라 중간 행렬에서

0이 생성된다. 이제 1열이 결정되었다(원하는 대로 모서리 피벗이 All = 1이 되었다). 이제 2

열로 이동하여, 1행에서 새로운 2행에 2를 곱한 것을 뺀다. 위쪽으로 소거하면 R에 두 번째

0이 생성된다. 이제 R은 'X' 항등행렬로 시작한다. 여기서 랭크는 2이고 행렬 A에 대한

소거는 완료되었다.

소거를 통해 1열과 2열에 있는 행렬 W=

시작하는데, 행렬 R은 /로 시작한다.

이 항등행렬로 바뀌었다. 즉 행렬 A는 W로
3

W-1A=W-1WH]를 계산하면, R=[IW-H][IF] 와 같이 바뀐다.

이미 A의 선형종속인 열(부분)이 선형독립인 열(W 부분)들의 선형결합이 될 것임을 알고

있다. 이제 HWF임을 보이자. 행렬 F는 행렬 A의 선형독립인 열들을 어떻게 선형결합하

여 선형종속인 열을 생성할 수 있는지 알려준다. 이로써 기약행 사다리꼴 R과 F의 역할을 이해

할 수 있다.

11 17

선형종속인 열 H=

37 57|=WF = [33]
[35]]

X

4 6

A로부터 R을 유도할 때 항상 동일한 R을 얻는다. 즉 R은 (서로 다른 소거 단계를 거치더라도)

행렬 A에 의해 완전히 결정된다.

행렬 A의 처음 개의 선형독립인 열은 R에서 를 포함하는 열의 위치를 알려준다. 치환

행렬 P는 선형독립인 해당 열을 행렬 A의 올바른 위치로 이동시킨다.

R의 나머지 부분인 F에 있는 열은 다음과 같은 방정식 H= WF에 의해 결정된다.

(A의 선형독립인 열)= (A의 선형종속인 열) X F

④ R의 후반부에 있는 (-)개의 행은 영행이다.
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Ex 2 앞서 살펴본 [EX 2]를 이어서 살펴본다. 기약행 사다리꼴 Ro를 유도하는 행렬 A

를 보자. A와 Ro는 모두 랭크가 = 2인 3×4 행렬이다. 소거 과정은 다음과 같다.

[1 7 3 35] 1 7 3 35 1 7 0 8 1 7 0 8

A=214 6 70 -

2 14 9 97 10 0 3 27.

0000 -> 000 0

0 0 3 27.

0 0 19 = Ro

[0000]

열을 순서대로 소거: A에서 R로의 단계

앞서 다양한 예를 살펴봤으니, 이제 알고리즘에 대해 설명하고자 한다. 소거는 왼쪽 열에서 오른

쪽 열로 진행한다. 2개의 열이 지나면 행렬의 해당 부분은 rref 형태가 되고, (+1)번째 열에

대한 준비가 완료된다. 이 새로운 열은 다음과 같이 위쪽 부분 " 이고 아래쪽 부분이 ℓ이다.

처음 (+1)번째 열 [ 다음에 오는 열 []

만약 이 전부 0이라면, 새로운 열은 처음 개의 열과 선형종이다. 그러면 "는 F. 와 연결되

어 Fat을 만들고, (+2)번째 열에 대한 이후의 단계를 진행한다.

만약 ℓ의 성분 중 0이 아닌 성분이 하나라도 있다면, 새로운 열은 처음 개의 열과 선형독립이

다. ℓ에서 임의의 0이 아닌 성분(가장 큰 수가 바람직함)을 피벗으로 선택한다. 행렬 A의 해당

행을 (k+1)번째 행으로 이동시킨다. 그런 다음 (소거법을 통해) 해당 피벗 행의 상수배를 빼서

(k+1)번째 열의 나머지 성분을 모두 0으로 만든다. 그러면 (+1)번째 열은 와 연결되어

Le+1을 생성한다. 이제 (+2)번째 열에 대한 이후의 단계를 진행한다.

소거가 끝나면 가장 바람직한 열 번호 목록을 얻는다. 이 목록은 행렬 A의 처음 개의 선형독립

인 열을 알려준다. 이 열들이 행렬 C의 열이다. 이들은 A= CR의 행 인자(factor) R에서 항등

행렬 1,x로 변형된다.

[EX 2]에서는 A에서 Ro로 소거할 때의 3가지 행 연산을 다음과 같이 보여줬다.

● 한 행에서 다른 행(아래 또는 위)의 상수배를 뺀다.

[00327]과 같은 행을 이 행의 0이 아닌 첫 번째 성분으로 나눈다((피벗)= 1에 도달

하기 위함).

행을 서로 교환한다(모든 영행을 R의 가장 아래로 이동하기 위함).
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다른 일련의 단계를 거치더라도 동일한 R에 도달할 수 있다. 그러나 그 결과 Ro= rref(A)가

변할 수는 없다. Ro는 모두 원래 행렬 A에 의해 완전히 결정되기 때문이다.

• [EX 2]에서 R는 영행을 갖는다. 왜냐하면 행렬 A의 랭크가 = 2 이기 때문이다.

. 항등행렬 는 R의 1열과 3열에 속한다. 왜냐하면 해당 부분의 열들이 행렬 A의 처음 선

형독립인 열이기 때문이다.

• R의 2열과 4열에 있는 F는 행렬 A의 1열과 3열의 선형결합으로 선형종속인 2열과 4열

을 제공한다.

[1 3] 7 35

7

CF=26 =

10 9
2 9

1470 =(A의 선형종속인 2열과 4열)

[14 97]

1장에서는 (35, 70, 97)이 A의 1열과 3열의 선형결합이 됨을 확인할 수 없었다.

행렬 R이 행렬 A의 영공간을 어떻게 보여주는지 기억하자. Ar=0을 풀려면 Rr=0 을 풀어

야 한다. R의 내부에 항등행렬이 있으므로 방정식 Rx=0은 쉽게 풀 수 있다.

행렬 분해 A= CR과 영공간

지금부터 살펴볼 내용으로 1장을 완성할 수 있다. 1장에서는 작은 예를 통해 행렬 분해 A=CR

을 소개했다. 이때 선형독립인 열의 의미는 배웠지만, 체계적으로 선형독립인 열을 찾는 방법은

알 수 없었다. 이제 방법이 생겼다. 행렬 A에 소거를 적용하여 R로 만든다. 그러면 RO 안에

있는 는 행렬 A에서 선형독립인 열들로 이루어진 행렬 C의 위치를 알려준다. 그런 다음 Ro에

서 영행을 제거하면 A= CR 에서의 행행렬 R이 된다.

우리는 두 개의 특별해 S1, S2를 얻는다(R 안에 있는 P의 모든 열 각각에 대해 하나의 해를

얻는다).

EX 2 앞서 살펴본 [EX 2]를 다시 이어서 살펴보자.

Rs=0 ←

RS2=0 >>>

1 7 0 8 1

0 19

[1708]

== [8] 1,0을 각각 두 번째, 네 번째 위치에 할당

=

0 0 1 9 -9
-[0] 0, 1을 각각 두 번째, 네 번째 위치에 할당

3.2 소거법을 이용한 영공간 계산: A=CR_149



S1 S2는 행렬 - F.I. PT를 이용하면 가장 쉽게 확인할 수 있다.

• [IF]z = 0의 두 특별해는 [EX 1]에서 [7]의 열들이다.

• [IF]Px = 0의 특별해는 [EX 2]에서 PT[7]의 열들이다.

첫 번째 경우에는 치환행렬이 P=/이므로 쉽다. 두 번째 경우에는 모든 치환행렬 P에 대해 PPT

가 항등행렬이므로 다음과 같이 옳은 결과이다.

Rx=0 =>> [IF]P와 PT[]를 곱하면, [1] [7] =[0]로 간단해진다.

앞서 살펴본 내용을 복습하자. 우선 mX" 행렬의 랭크가 이라 가정한다. Ar=0의 (2)개

의 특별해를 구하기 위해, 행렬 A의 기약행 사다리꼴 Ro를 계산한다. R의 마지막 (-)개의

영행을 제거하여 R= [IF]P와 A=CR을 얻는다. 그러면 Az=0의 특별해는 PT [7]

의 (-)개의 열이다. 3장의 마지막 페이지에 있는 내용을 참고하라.

P3 행렬 A에 소거법을 적용하면 RO와 R을 얻는다. R은 행렬 A의 영공간을 알려

준다.

1 2 1 2 1 20

A=245 - 03→ = R₁ (R의 랭크는 2)

[006] 000[369]

그러면 R = [120]이고 A, Ro, R의 선형독립인 열은 1열과 3열이다.

Az=0과 Rz=0을 풀기 위해 2 = 1로 설정한다. 그러면 = -2, 23=0을 얻는다.

따라서 특별해는 s = (-2, 1, 0)이다. 모든 해는 = (-2c, c, 0)이다. 그리고 A=CR

은 다음과 같다.

[11][1 2 1]

A=245=CR=2 =(C의 열기저)X (R의 행 기저)

369 9

00

행렬 A의 각 행을 R의 행들의 선형결합으로 나타낼 수 있을까? 그렇다. A=CR을 이용

하면 된다. 행렬 A의 세 행은 C의 세 행과 R의 두 행의 곱이다.

장, 4가지 기본 부분공간



많은 행렬의 경우, Az=0의 유일한 해는 x = 0 이다. 이는 행렬 A의 열이 선형독립인 경우이

다. 영공간 N(A)는 영벡터만 포함한다. 즉 특별해가 없다. Ar=0을 만드는 유일한 열들의

선형결합은 0과 z=0의 선형결합뿐이다.

원점만 있는 영공간 Z는 굉장히 중요하다. 이 경우 행렬 A의 열은 선형독립이다. 열들의 어떠한

결합도 영벡터를 만들지 않는다(단, 0이 아닐 때). ">인 경우에는 이런 상황이 발생하지

않는다. 다시 말해 R"에서 "개의 선형독립인 열을 가질 수 없다.

이제 중요한 사실 하나를 알아보려고 한다. 행렬 A에 행보다 열이 더 많다고 가정하자.">m

인 경우이므로 적어도 하나의 자유변수가 있다. 연립방정식 Az=0에 z=0이 아닌 해가 하나

이상 존재한다.

Az=0에서 방정식보다 미지수의 개수가 더 많다고 가정하자(n>m). 그러면 최소한

(n-2)개의 자유변수가 있어야 한다. Ar=0은 N(A) 안에서 0이 아닌 해를 가져야 한

다.

영공간은 부분공간이다. 영공간의 '차원'은 자유변수의 개수이다. 부분공간의 차원에 대한 내용은

3.5절에서 설명한다.

Ex 4 다음과 같은 행렬 A, B, M의 영공간과 Mz=0의 두 특별해를 구해보자.

A== [32] B = [24]=
[1 22 4]

M=[A2A}=
2 4

6 16]

38 6 16]

방정식 Az=0의 해는 오직 z=0뿐이다. 행렬 A의 영공간은 Z={0}이다. 즉 R²의 단

하나의 점 z=0만 포함된다. 이 사실은 다음과 같은 소거 과정에서 알 수 있다.

A=4 = [13 3] - 1 323] - 6 1] ==R=1 자유변수도 없고, F도 없다

A는 가역행렬이다. 그리고 Az=0의 특별해는 없다. 행렬 A의 두 열에는 피벗이 있다.

직사각행렬 B는 동일한 영공간 2를 갖는다. Br=0에서 처음 두 방정식은 해가 z=0

이 되도록 만든다. 마지막 두 방정식도 해가 = 0 이 되도록 만든다. 방정식을 추가하면(즉

추가 행을 제공하면) 영공간은 커질 수 없다. 왜냐하면 추가 행은 영공간의 벡터 2에 더 많

은 조건을 부과하기 때문이다.

3.2 소거법을 이용한 영공간 계산: ACR_151



그러나 직사각행렬 M의 경우는 다르다. 행렬 M은 행보다 열이 많다. 해가 되는 벡터 에

는 4개의 성분이 있다. 소거법을 적용하면 행렬 M의 처음 두 열에 피벗이 있다. 행렬 M의

마지막 두 열은 '자유'이다. 여기에는 피벗이 없다.

1 2 2

M= R =

3 8 6 16

[1 0 2 0]

[0 1 0 2]
= [IF]

자유변수 13로는 1과 0을 특별히 선택할 수 있다. 처음에는 13. = 1,240 그리고=

두 번째에는 13=0.5=1로 선택한다. 피벗변수 1, 2는 방정식 Rz=0에 의해 결정

된다. 이렇게 두 특별해를 행렬 M의 영공간으로부터 얻는다. 행렬 M의 영공간은 행렬 R

의 영공간과 동일하다. 다시 말해 소거를 통해 해가 바뀌지는 않는다.

Mz=0의 특별해

[1 0 2 0]
R =

0 1 0 2

R$1= 0. Rs2=0

2개의 피벗변수
2

0

2개의 자유변수

3단계의 블록 소거법 : 최종 정리

행렬 표기의 가치는 큰 그림을 보여준다는 것이다. 지금까지는 소거를 보통 한 번에 한 열씩 실행되

는 것으로 설명했다. 그러나 행렬 A의 블록을 사용하면 빠른 3단계로 블록 소거법(block elimination)

을 설명할 수 있다. 이때 행렬 A의 랭크는 '로 가정한다.

[1단계] PC를 이용해 행렬 A의 열의 위치를 바꾼다. PR을 이용해 행렬 A의 행의 위치를 바꾼다. 즉

PRAPC에서 1개의 선형독립인 열과 개의 선형독립인 행이 먼저 오도록 배치한다.

PRAPc= []. Cc=[5] 와 B=[WH)는 모두 최대 랭크 r을 가짐
WH

JK.

=[2단계] 개의 상단 행에 W '를 곱하여 W-1B= [IW-H][IF]를 얻는다.

WH

[3단계] PRAPC=[54]의 (-7)개의 아래 행 [JK]로부터 J[I_W-1H]를 빼서J K

[00]을 얻는다.
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앞의 3단계의 결과로 다음과 같이 기약행 사다리꼴 R를 얻는다.

WH

PRAPC = → ->

J K. K 10 0
[ W¹H] = Ro (1)

설명이 필요한 다음 2가지 사실이 있다. 이 사실들은 [2단계]와 [3단계]로 이어진다.

OrXY 행렬 W는 가역행렬이다.

@JW-HK가 성립한다.

이제 1, 2에 대해 자세히 살펴보자.

• W의 가역성을 알아보기 위해, 분해 A=CR을 다시 생각해보자. 행렬 B 안에 있는 행렬

A의 개의 선형독립인 행에 초점을 맞추면 B= WR이다. 행렬 B, R은 랭크가 이고

W는 rx 행렬이므로, W는 랭크가 인 가역행렬이다.

• [W1H]의 처음 개의 행은 선형독립이다. 행렬 A의 랭크가 이므로, [JK]의

하위 행들은 상위 행들의 선형결합이어야 한다. 이 선형결합은 J에 의해 주어지며, 처음

개의 열을 정확히 제공해야 한다(JJ). 그러면 J와 W-LH의 곱은 K와 같아져서

마지막 열을 정확하게 생성한다.

결론: PRAPC= [W]W-11WH=CW-1B

열행렬 C와 행행렬 B의 행에 모두 W가 포함되므로 중간 인수 -'가 필요하다.

3.2 연습문제

1. A와 R=EA는 왜 동일한 영공간을 갖는가? 단, E는 가역행렬이라 가정한다.

2. 다음 행렬 A와 B에 대해 기약행 사다리꼴 R과 랭크 을 구하라. 피벗 열은 무엇인가? 또 Ar=0

과 Bz=0의 특별해를 구하라.

[12

A=36 B= [C]
4 81

3.2 연습문제 153



Rz=0의 특별해가 S1, S2가 되도록 하는 2×4 행렬 R을 구하라.

3

1

피벗 열은 1. 3열

S1 $2 자유변수는 24
0

0
는 1.0과 0.1

S1 S2로 생성되는 영공간 N(A)를 갖는 모든 2×4 행렬에 대해 설명하라.

4. 다음 행렬 A, B를 기약행 사다리꼴 R로 만들어라. 그리고 A, B를 CR 형태로 나타내라.

1 2 2 4 6

(a)A=12369

0 0 1 2 3]

[242]

(b) B=044

[088]

5. [문제 4]의 행렬 A에 대해 R=0의 특별해를 구하라. 각 자유변수는 1로 놓고 나머지 자유변수는

0으로 하라. R=0의 해를 모두 구하라.

6. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(참이면 이유를 제시하고, 거짓이면 반례를 찾으라).

(a) 정사각행렬에는 자유변수가 없다(열은 선형독립이다).

(b) 가역행렬에는 자유변수가 없다.

(C) m×" 행렬에는 "개보다 많은 피벗변수가 존재하지 않는다.

(d) mx" 행렬에는 개보다 많은 피벗변수가 존재하지 않는다.

7. C는 rxr 가역행렬이며 A=[CC]이다. A를 CR로 분해하고 Ax=0의 개의 선형독립인 해를

구하라(이 해가 행렬 A의 영공간의 기저를 이룬다.

8. 자유 열(이전 열들과 선형종속인 열)이 다음과 같도록, 가능한 한 많은 1을 넣은 4×8 크기의 기약행

사다리꼴 행렬 R을 만들어라.

(a) 2, 4, 5, 6 (b) 1, 3, 6, 7, 8

9. 3×5 행렬의 4열의 성분이 모두 0이라 가정하자. 그러면 는 분명히 변수이다. 이 변수에

대한 특별해는 벡터 = _이다.

10.3×4 행렬의 첫 번째 열과 마지막 열이 동일하다고 가정하자(단, 영벡터는 아니다). 그러면 _은

(는) 자유변수이다. 이 자유변수에 대한 특별해를 구하라.

11. 5×5 행렬의 영공간은 행렬에개의 피벗이 있을 때 =0만 포함한다. 이 경우 열공간은 R'이다.

그 이유를 설명하라.

-・3장 4가지 기본 부분공간
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12. m× 행렬에 개의 피벗이 있다고 가정하자. 특별해의 개수는 _이다. 영공간은r= 일

_인 경우 R 전체가 된다.때=0만 포함한다. 열공간은 랭크가 r=

13. (꼭 풀어볼 만한 문제) 평면 -3y-212-3y-z=0과 평행하다. 이 평면 위의 점 중 하나

는 (12,0,0)이다. 이 평면 위의 모든 점은 다음과 같은 형태이다. 빈칸을 채워라.

y= +y 1 +2

0

14. 4개의 피벗이 있는 4x5 행렬에서 (1열)+ (3열)+ (5열) =0이라 가정하자. 피벗이 없는 열은

무엇인가? 또 특별해는 무엇인가? N(A)에 대해 설명하라.

※ [문제 15~20]은 특정 성질을 가진 행렬에 관한 문제이다.

15. N(A)가 (2, 2, 1, 0)과 (3, 1, 0, 1)의 모든 선형결합으로 이루어지도록 하는 행렬 A를 구하라.

16. N(A)가 (4, 3, 2, 1)의 모든 상수배가 되도록 하는 행렬 A를 구하라. 또 행렬 A의 랭크를 구하라.

17. 열공간이 (1,1,5)와 (0, 3, 1)을 포함하고, 영공간이 (1, 1, 2)를 포함하는 행렬을 구하라.

18. 열공간이 (1, 1, 0)과 (0, 1, 1)을 포함하고, 영공간이 (1, 0, 1)을 포함하는 행렬을 구하라.

).

20. 왜 영공간과 열공간이 동일한 3×3 행렬은 존재할 수 없는가?

21. AB=0이면 행렬 B의 열공간은 행렬 A의 에 포함된다. 그 이유는 무엇인가?

22. 성분을 무작위로 선택하여 3×3 행렬 A를 만들 때, 행렬 A의 기약행 사다리꼴 R은 대부분 어떤

특징을 갖는가? 또 성분을 무작위로 선택하여 4×3 행렬 A를 만들 때, 행렬 A의 기약행 사다리꼴

R은 어떤 특징을 갖는가?

23. N(A)가 = (2, 1, 0, 1)에 상수를 곱한 벡터로만 구성될 때, 행렬 A의 기약행 사다리꼴 R과 R의

랭크를 구하라.

3.2 연습문제
-
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24. Rz=0의 특별해가 다음과 같은 영공간 행렬 N의 열에 있다면, 역으로 진행하여 기약행 사다리꼴

R의 영행이 아닌 행을 찾으라.

23

N=10

10 1

N=

25. 다음 물음에 답하라.

(a) 모든 성분이 0 또는 1인 5개의 2×2 기약행 사다리꼴 행렬은 무엇인가?

(b) 모든 성분이 0 또는 1인 8개의 1X3 행렬은 무엇인가? 8개의 행렬이 모두 기약행 사다리꼴

행렬인가?

26. A가 4x4 가역행렬인 경우, 4x8 행렬 B=[AA]의 영공간에 대해 설명하라. 왜 행렬 A와 -A

가 항상 동일한 기약행 사다리꼴 R을 갖는지 설명하라.

27. C== [4] 일 때, 영공간 N(C)는 N(A), N(B)와 어떤 관련이 있는가?

28. 다음 행렬에 대해 기약행 사다리꼴 행렬 R, R을 각각 구하라.

A=4-21 B=61 C=[AA]
0

6

29. 두 피벗변수가 처음이 아닌 마지막에 있다고 가정하자. 기약행 사다리꼴 행렬 R(열은 3개)과 특별해

를 포함하는 공간 행렬 N에 대해 설명하라.

30. 행렬 A가 개의 피벗 열을 가질 때, A'가 개의 피벗 열을 갖는다는 것을 어떻게 알 수 있는가?

A와 AT의 피벗 열의 번호가 다르게 되도록 하는 3×3 행렬의 예를 제시하라.

31. 다음 행렬들의 랭크가 1이 되도록 빈칸을 채워라.

a b C

A=d

9

B=1 M=M-1°²à
26 -3.

32. 만약 A가 랭크 1 행렬이면, R의 2행은 _이다. 이러한 행렬의 예를 제시하라.

-
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33. 행렬 A의 랭크가 이면, A는 가역인 rxr 부분행렬 S를 포함한다. 다음 행렬 A, B, C에서

(-)개의 행과 (-)개의 열을 제거하여 가역인 부분행렬 S를 구하라. 피벗 행과 피벗 열은

유지할 수 있다.

A= B=
24

[1 2 3

2 4 6

[0 1

C=000

10 0 1

34. A와 B가 동일한 기약행 사다리꼴 R을 갖는다고 가정할 때, 다음 물음에 답하라.

(a) A와 B는 동일한 영공간과 동일한 행공간을 가짐을 보여라.

(b) EA=R, E_B=R이다. 이에 따라 행렬 A는 어떤 행렬과 행렬 B의 곱이 되는가?

35. 키르히호프의 전류법칙(Kirchhoff's current law) ATy=0은 모든 노드에서 들어오는 전류와

나가는 전류가 같다는 것이다. 이는 노드 1에서 33 = +y(참고로 화살표는 전류의 양의 방향을

나타낸다)를 의미한다. AT를 기약행 사다리꼴 R(행은 3개)로 축소하고, AT의 영공간에서 3개의

특별해를 구하라.

Y1

Y4 Y5

1 0 1-1 00

1 -1 0 0-1 0

4
Y3K Y2 0 1-1 0 01

Y6
00 0 1 1 1

3

36. 행렬 C는 행렬 A의 개의 피벗 열을 포함한다. rxm 행렬 CT의 개의 피벗 열을 구하라. 그리고

[1 2 3]

이를 전치하여 행렬 A 내부의 가역인 rxr 부분행렬 S를 구하라. 행렬 A=246 에 대해 3×2

2 4 7

행렬 C를 구하라. 그리고 2×2 가역행렬 S를 구하라.

37. 왜 열공간 C(AB)가 C(A)의 부분공간인가? 이 경우 rank(AB) ≤ rank (A)이다.

38. 행렬 B의 j열이 행렬 B의 이전 열들의 선형결합이라 가정하자. 행렬 AB의 열이 행렬 AB의 이

전열들의 동일한 선형결합임을 보여라. 그러면 행렬 AB는 새로운 피벗 열을 가질 수 없으므로

rank (AB)≤rank(B)이다.
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39. (중요한 문제) A. B가 "X" 행렬이고 AB=J라 가정하자. rank(AB) ≤ rank (A)로부터 행렬

A의 랭크가 게임을 증명하라. 이에 따라 행렬 A는 가역행렬이므로, 행렬 B는 A의 역행렬이어야

한다. 따라서 BA=이다(당연한 사실은 아니다).

40. A는 2X3 행렬, B는 3×2 행렬이고 AB=이다. 랭크를 이용해 BA≠/임을 증명하라. 그리고

AB=I가 되는 행렬 A, B의 예를 제시하라. <"인 경우, 오른쪽 역행렬은 왼쪽 역행렬이 아니다.

41. 다음 행렬 A. B. C에 대해 특별해를 포함하는 영공간 행렬 N을 각각 구하라.

2×2 블록행렬 A=[11] B=B-160. C=[I I I]

42. A는 랭크가 인 X 행렬이다. 행렬 A의 (영행을 포함하는) 기약행 사다리꼴은 R이다. R의

기약행 사다리꼴을 전치할 때 나오는 행렬 Z=(rref(AT))"의 형태와 모든 성분에 대해 설명하라.

43. (꼭 풀어볼 만한 문제)Ro = [JP]은 랭크가 '인 mx" 행렬이다. 처음에는 피벗 열이 온다. 다

음 물음에 답하라.

(a) Ro의 네 블록의 모양을 끼, "'을 이용해 나타내라.

(b)r=m일 때 ROB=I가 되는 오른쪽 역행렬 B를 구하라. 이때 0 블록들은 사라진다.

(C)r="일 때 CRO=가 되는 왼쪽 역행렬 C를 구하라. 이때 와 0열은 사라진다.

(d) Ro'의 기약행 사다리꼴을 구하라.

(e) RoR의 기약행 사다리꼴을 구하라.

44. Ro에 도달하도록 행렬 A에 기본 열 연산뿐만 아니라 기본 행 연산도 허용한다고 가정하자. 랭크가

r인 MX 행렬 A의 '행과 열이 축소된 형태'는 무엇인가?

45. 다음 행렬 A를 A=CR=CW-1B 형태로 분해하라.

147

A=258

[369]

다음을 만족하는 행렬
W H

[JJ/+/]에서 블록 1행에 무엇을 곱하면 블록 2행과 같아지는가?

W H

JW
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3.3 Ax=b의 완전해

1. Ar=b의 완전해(complete solution) : x = (특수해(particular solution) 1) + (영공간의

임의의 벡터

2. Ar=b에 소거를 적용하면 Ro=d가 된다. Ro의 영향이 있는 위치와 동일한 d의 위

치에도 0이 있을 때, 방정식 Rod의 해가 존재한다.

3. Rod의 해가 존재할 때, 하나의 특수해 2는 모든 자유변수가 0이다.

4. N(A)={영벡터}일 때, 행렬 A는 최대 열 랭크(full column rank)"을 갖는다. 이때

자유변수는 없다.

5. 열공간 C(A)가 R" 일 때, 행렬 A는 최대 행 랭크(full row rank)=m을 갖는다. 이때

Ar=b는 항상 해를 갖는다.

앞 절에서 Az=0은 완전히 해결되었다. 소거를 통해 Az=0에 대한 문제는 Ro=0으로 변

환되었다. 자유변수에는 특별한 값(1과 0)이 주어졌다. 그런 다음 역대입법을 통해 피벗변수를

구했다. 우변 b는 0이었으므로 주의를 기울이지 않았다. 따라서 R에 있는 영행도 문제가 되지

않았다.

벡터 b는 0이 아니다. 좌변의 행 연산은 우변에도 작용해야 한다. Ar=b는 동일한 해(해가

존재할 경우)를 가진 더 간단한 연립방정식 Ror=d로 축소된다. 이제 벡터 6를 행렬 A의 열

로 추가하자. 다음과 같이 행렬 A의 오른쪽에 (61, 62, b3)= (1, 6, 7)을 '추가'하여 첨가행렬

[Ab]를 생성한다.

1 3 0 2] 3 0 2 1

I2
0 0 1 4 =

x3
1 3 1 6]

의 첨가행렬은 00146

1 3 1 6 7

= [Ab]이다.

일반적인 소거 단계를 적용하면 행렬 A는 Ro로, 벡터 b는 d로 바뀐다. 위 예의 경우, 3행에서

1행과 2행을 뺀다. 그러면 소거를 통해 R 에 영행이 생성되고, 벡터 6= (1, 6, 7)은 새로운 우

변 벡터d= (1, 6.0)으로 바뀐다.

1 완전해를 일반해(general soluton)라고도 한다.
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[1 30 2]

0014
X2
=

0000
X3

[1 3 0 2 1]

6 의 첨가행렬은 00146 =[Rod)이다.
[00000]0

마지막 행이 중요하다. 마지막 행의 세 번째 방정식은 0=0이 되었다. 따라서 이 방정식의 해는

존재한다. 원래 행렬 A에서 1행과 2행을 더하면 3행과 같다. Ar=b의 해가 존재하려면 우변

도 bi+b2=b3가 되어야 한다. 즉 벡터 6에서 1+6=7이 되어야 한다. 이에 따라 세 번째

방정식 0=0이 나왔다. 이는 해가 존재하기 위한 필수 조건이다.

다음은 일반적인 벡터 6= (61, 62, 63)에 대한 첨가행렬이다.

[13026 [1 30 2

[Ab]=001462 -> 0 0 1 4 b2 = [R, d

1316b3 1000063-63-62]

이제 63-62-b2=0인 경우에만 세 번째 방정식이 0=0이 된다. 즉 6.+b2= b.. 여야 한다.

하나의 특수해 Axb

특수해 들 중 가장 간단한 해는 자유변수를 0으로 선택한 경우이다(2== 0). 그러면 앞

의 예에서 0=0이 아닌 두 방정식으로부터 두 피벗변수 = 1과 236을 얻는다. 그러므로

Az=b (그리고 Roz=d)에 대해 구한 하나의 특수해는 = (1, 0, 6, 0)이다. 즉 이 특수해

의 경우 자유변수는 0이고, 피벗변수는 d로부터 구한다.

해가 존재하려면 R의 영향이 있는 위치와 동일한 d의 위치에도 0이 있어야 한다. RO의 피벗

행과 피벗 열에 항등행렬 가 있으므로 1에 있는 피벗변수는 d로부터 얻는다.

[1 3 0 2
피벗변수 1,6

Rop
= 0014 6=

0000

자유변수 0, 0

x = (1.0. 6, 0)

자유변수에 0을 할당한 다음, 피벗변수를 푸는 방법을 사용한다는 점에 주목하자. 이와 같은 단

-계는 소거를 통해 Ror=d로 만든 다음 빠르게 진행할 수 있다. 자유변수가 0일 때, 의 피벗

변수는 이미 우변 벡터 d에 표시된다.
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Ax₁ = b
특수해 z는

어떤 특수해
오른쪽 방정식의 해

영공간 안의 모든 벡터

0이 아닌 (-)개의 특별해 은

오른쪽 방정식의 해
Ax = 0

특수해는 (1, 0, 6, 0)이다. 3.2절에서 살펴본 영공간의 (4-2)=2개의 특별해는 R의 두 자유

열에서 3, 2, 4의 부호를 바꿈으로써 얻을 수 있다. Ar=b의 완전해 2+2 이 어떻게 모든

을 포함하는지에 주목하라.

+. 게

3]완전해= (하나의 ) + (많은 „)

는 특수해 +x4

은 영공간 안의 벡터

Q. A를 가역인 정사각행렬이라 가정하자(m="=r). 이 경우 1. 은 무엇인가?

= =

A. 유일한 특수해는 1=A-16이다. 자유변수는 없고, 영공간 안에 0이 아닌 특별해도 없다.

또한 RO/에는 영향이 없다. 영공간 안의 유일한 벡터는 0이다. 따라서 완전해는

x=x+x=A-1b+0이다.

2장에서는 영공간에 대해 언급하지 않았다. 왜냐하면 A가 가역행렬이었기 때문이다. 이 경우 행

렬 A는 항등행렬 /로 축소되었다. 즉 [A]는 [IA-b]가 된다. 그러면 Az=b는

=A-b가 되고, 이것이 바로 d가 된다. 이는 매우 특별한 상황이지만, 가역인 정사각행렬인

경우 해를 가장 편하게 구할 수 있다.

작은 행렬의 경우 직접 계산하여 [4]를 [Rod]로 축소할 수 있다. 큰 행렬의 경우 MATLAB

으로 쉽게 구할 수 있다. MATLAB에서 하나의 특수해(우리가 구하는 특수해와 같지 않을 수

있음)는 x=A\b로 표기한다. 다음은 랭크와 열의 개수가 동일한 최대 열 랭크의 예이다. 따라서

두 열 모두 피벗을 갖는다.

EX 1 다음 행렬과 벡터에 대해 Ar=b의 해가 존재하도록 하는 (61, 62, 63)의 조건을

찾아보자.

1 1

A= 1 2 b=62

2 -3. [63]

행렬 A에 b를 열로 추가한 첨가행렬 [Ab]를 사용해 소거를 진행한다. 우선 [Ab]의
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2행에서 1행을 뺀다. 그런 다음 1행에 2를 곱한 것을 3행에 더하면 [Rod]가 된다.

1 1 b₁ 1 1 6,

1 2 b - 0

-2-3bg

162-62

10-16g+26]

[10

- 0 1

100b3+61 +62]

261-62

|= [Rod]

bs+by+b2 = 0일 때 세 번째 방정식은 0=0이 된다. 이는 벡터 b가 행렬 A의 열공간

안에 있기 위한 조건이다. 그러면 Ar=b의 해가 존재한다. 행렬 A의 행들을 모두 더하면

영행이 된다. 따라서 (각각이 방정식이므로) 일관성을 위해 벡터 6의 성분들을 모두 더하면

0이 되어야 한다.

여기서 "=2-2이므로 자유변수가 없다. 따라서 Ar=b의 0이 아닌 특별해가 없다.

즉 행렬 A의 영공간 안에는 = 0밖에 없다. Az= b와 Rod의 특수해는 최종 열

d의 맨 위에 있다.

r="인 경우, Ar=b의 하나의 해===[202-832] + [8]
[2b₁-b

162-62

만약 b3+6,+b2가 0이 아니라면, Ax=b의 해는 존재하지 않는다(와가 존재하지

않는다).

[EX 1]은 매우 중요하다. 여기서 행렬 A의 랭크는 전체 열의 개수와 같다. 모든 열에는 피벗이

있다. 랭크는r="이다. 행렬은 가로가 짧고 세로가 길다(m>"). 행 축소에 따라 행렬의 윗부

분은 R=I가 된다. 따라서 행렬 A는 랭크가 "인 Ro로 축소된다.

최대 열 랭크인 경우(x=") Ro= =

"X" 항등행렬]

(m-개의 행

행렬 A는 선형독립인 열을 갖는다. 행렬 A의 영공간은 Z={영벡터}이다. 이러한 유형의 행렬

을 구별하는 다양한 방법을 다음과 같은 목록으로 정리할 수 있다.

최대 열 랭크(=)를 갖는 모든 행렬 A는 다음과 같은 성질을 갖는다.

• 행렬 A의 모든 열은 선형독립인 피벗 열이다. 자유변수는 없다.

② 영공간 N(A)에는 영벡터 z=0만 포함된다.

② Az=b의 해가 존재한다면(존재하지 않을 수도 있음) 해는 유일하게 존재한다.
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Az=0은 20인 경우에만 가능하다. 나중에는 위 목록에 항목 2로 '행렬 A의 랭크가 "일

때, 정사각행렬 ATA는 가역행렬이 된다.'라는 사실을 하나 추가할 것이다. 여기서 행렬 A의

행은 매우 많을 수도 있다.

위와 같은 경우 행렬 A의 영공간은 영벡터로 축소된다. Ar=b의 해는 유일하다(해가 존재하는

경우). 또 Ro에서 (-)개의 행이 영행이 될 것이다. 따라서 벡터 6에 대해 각 행에서 0=0

이 되도록 하는 (-")개의 조건이 있고, 벡터 b는 행렬 A의 열공간 안에 있다. 일반적으로

최대 열 랭크를 가지면, Ax=b는 유일한 해를 갖거나 해를 갖지 않는다.

최대 행 랭크와 완전해

또 다른 극단적인 경우는 최대 행 랭크일 때이다. Az= b는 유일한 해를 갖거나 무수히 많은

해를 갖는다. 이 경우 행렬 A는 가로가 길고 세로가 짧아야 한다(mn).r=m인 경우 행렬

A는 최대 행 랭크를 갖는다. 이때 '행은 선형독립이다. 모든 행에는 피벗이 있다.

E 2 연립방정식 Az=b에는 "= 3개의 미지수와 2개의 방정식이 있다.

최대 행 랭크
x+y+z=3

x+2y-z=4
(랭크r=m=2)

다음은 xyz-공간에 있는 두 평면이다. 평면들이 평행하지 않아서 직선에서 교차한다. 이 직

선은 소거를 통해 바로 찾을 수 있다. 특수해는 이 직선 위의 한 점이 될 것이다. 영공간

벡터 1을 더하면 [그림 3.1]과 같이 직선을 따라 이동할 수 있다. 그러면 = 1 + (모든

I)이 방정식의 해들의 직선 전체가 된다.

Ax=
b의 해들의 직선

Az=0의 해들의 직선

영공간의 벡터 4

[그림 3.1] 완전해 = (하나의 특수해 2) + (모든 영공간에 대한 해

다음과 같이 [46]에서 아래쪽으로 소거한 다음 위쪽으로 소거하여 1 와 을 찾는다.

1 3 1 3 [10

2 -14
0 1 -21

3 2

-
-

0 1 -2 1]

=

3.3 Ar=b의 완전해
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특수해 (2.1.0)에는 자유변수 3 = 0이 있다. 특수해의 성분 중 2. 1은 d로부터 바로 확

인할 수 있다. 영벡터가 아닌 특별해 오는 31을 갖는다. 그런 다음 -과-2는 R의

자유 열로부터 바로 확인할 수 있다.

I와 S가 원래 방정식 Az = 6와 As=0을 만족하는지 확인하면 다음과 같다.

2+1=3 -3+2+1 0

2+2=4 -3+4-10

영공간에 대한 해 은 s의 임의의 상수배이다. 은 에서 시작하여 해들의 직선 위를

따라 이동한다.

완전해

:=

(특수해)+(영공간에 대한 해)
= +x3 2

해들의 직선은 [그림 3.1]에 있다. 해들의 직선 위의 모든 점은 특수해가 될 수 있다. 여기서

는 30인 특수해 x 를 선택했다. 특수해는 임의의 상수로 곱해지지 않는다.

최대 행 랭크(r=")를 갖는 모든 행렬 A는 다음과 같은 성질을 갖는다.

행렬 A의 모든 행에 피벗이 있으며, R에 영향이 없다(Ro=R).

② 모든 우변 벡터 6에 대해 Az=b의 해가 존재한다.

② 행렬 A의 열공간은 전체 공간 R" 이다.

④ m<"인 경우, 방정식 Ar=b는 부정(underdetermined), 즉 무수히 많은 해를 갖는다.

개의 피벗이 있는 경우 2개의 행은 선형독립이다. 따라서 A의 열은 선형독립이다. AT의

영공간은 영벡터만 포함한다.

선형방정식은 랭크에 따라 다음과 같이 4가지 유형으로 구분된다.

r=m이고r=n 가역인 정사각행렬

Az=r=m이고 <n
가로가 길고 세로가 짧은 행렬

Ar=r<m이고r=n
<m이고 <n

가로가 짧고 세로가 긴 행렬

최대 랭크가 아님

b의 해가 유일함

b의 해가 무수히 많음

b의 해가 없거나 유일함

b의 해가 없거나 무수히 많음

축소된 행렬 Ro는 행렬 A와 같은 범주에 속한다. 피벗 열들이 처음에 오는 경우, 위 4가지 유형
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을 다음 표와 같이 표기할 수 있다. Rox=d. Ax=b의 해가 존재하려면, 벡터의 마지막

(m-r)개의 성분들은 0으로 끝나야 한다. F는 RO의 자유변수 부분이다.

R의 4가지 유형 [1]

랭크 ==

[IF] [6] 6

r=m<n r=n<m r<m, r<n

첫 번째, 두 번째 유형은 최대 행 랭크=m인 경우이고, 세 번째, 네 번째 유형은 최대 열 랭크

r="인 경우이다.

이 책의 중요한 부분을 마무리하면서 수치 선형대수학에 대해 이야기하고자 한다. 선형방정식

Ax=b는 매우 기본적이다. 실제로는 계산속도와 수치적 안정성을 위해 소거 단계의 순서를 조

정한다. 컴퓨터를 이용하면 1,000개 정도의 미지수와 방정식으로 이루어진 Ar=b를 해결할

수 있다(단정밀도(single precision)와 배정밀도(double precision)에서 반올림 허용). 슈퍼컴퓨

터는 훨씬 더 큰 연립방정식을 해결할 수 있다. 그러나 행렬의 크기에는 한계가 있다. 그 한계를

넘어서 무엇을 할 수 있을까?

놀랍게도 답은 랜덤 선형대수학(randomized linear algebra)이다. 우리는 행렬 A의 열을 샘플링하

고, 관련 오류를 받아들인다. 실제 행렬은 완전히 랜덤행렬은 아니며, 최종 결과는 놀라울 정도로

좋다. 종종 행렬 A에 대한 근사는 A CUR과 같이 3개의 항의 곱으로 표현된다. C는 행렬

A의 열을 샘플링하는 과정에서 얻으며, R은 행렬 A의 행으로부터 얻는다. 더 작은 행렬 U는

진행 과정에 따라 구성된다. 높은 확률로 근사해는 놀라울 정도로 정확하다.

선형대수학은 살아있다. 계산의 요구사항(속도와 정확성)은 새로운 아이디어로 이어진다. 이 책

의 뒷부분에서 다룰 고윳값과 특잇값도 마찬가지이다.

3.3 확인문제

3.3A 이 문제는 소거(피벗 열과 역대입법)를 열공간-영공간-랭크-해의 존재가능성(상위 개념)과 연결한

다. 다음 행렬 A의 랭크는 2이다.

Ax=b

21 +2z2+3x3+5z=6

2z+422 +82+12x=b2->

3x+6x+7x3+13x₁ = by

1 2 3 5

A=248 12

[3 6 7 13]
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(a) [Ab]를 [U]로 소거하여 Ar=b를 Ur=c와 같은 삼각 연립방정식으로 만들어라.

(b) Ar=b의 해가 존재하기 위한 by. by. bj의 조건을 찾으라.

(c) 행렬 A의 열공간에 대해 설명하라. 열공간은 R²에서 어느 평면인가?

(d) 행렬 A의 영공간에 대해 설명하라. R'에서 영벡터가 아닌 어떤 특별해가 있는가?

(e) [Uc]를 [Rod)로 축소하라(R로부터 영벡터가 아닌 특별해를 '로부터 특수해를 얻는다).

(f) Az=(0.6, -6)의 특수해를 구한 다음, 완전해를 구하라.

[풀이]

(a) 소거에서의 승수는 2, 3, -1이다. 이를 이용해 [Ab]를 [Uc]로 바꾸면 다음과 같다.

12 3 5[1 2 3 5 b]

248 12 b2

[36713 3

- 00 2 262-26 →

100-2-263-36]

[1 2 3 5

0022 62-26,

10000b3+62-56]

(b) 위 식의 마지막 방정식에서 해의 존재 조건 by + b2-5b=0을 확인할 수 있다. 그러면 0=0

이 된다.

(c) 첫 번째로, 열공간은 행렬 A의 피벗 열 (1, 2, 3)과 (3, 8, 7)의 모든 선형결합을 포함하는

평면이다. 피벗은 1열과 3열에 있다. 두 번째로, 열공간은 by + bs-5b=0을 만족하는 모든

벡터를 포함한다. 이 조건에 따라 Ar=b의 해가 존재하고, 따라서 벡터 b는 열공간 안에 있

다. 행렬 A의 모든 열이 조건 bg+b2-56-0을 통과한다. 이 조건의 식은 첫 번째 설명에서

언급한 평면의 방정식이다.

(d) 영공간에 대한 특별해는 자유변수로 = 1.0과 22=0=1을 갖는다.

Az=0의 특수해

Ux=0에서의 역대입법

또는 R에서의 2, 2, 1의 부호 변환

S2 =
0

0

R' 안의 영공간 N(A)는 모든 CS+C2S2를 포함한다.

=(0.6,0)은(e) 축소된 R에서는 U의 3열 (3, 2, 0)이 (0, 1, 0)으로 바뀐다. 우변 벡터c=

d=(-9.3.0)이 되고, 이는 에서 -9. 3으로 나타난다.

[1 2 3 5 0]

[Uc]=00226

00000

1 202-9

- [Rod]=0011 3
0000 0.

(f)=(-9,0,3,0)은 자유변수 ==0을 갖는 특수해이다. Ar=(0.6, -6)의 완전해

P
는 x=z+x=x+cis,+282이다.
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3.3B 특정한 벡터 b에 대한 Ax=b의 해에 대해 다음 정보를 갖고 있다고 가정하자. 각각의 경우,

mn, r, A. b에 대해 무엇을 말할 수 있는가?

(a) 해가 유일하게 존재한다.

(b) Ar=b의 모든 해는 = [32]+[1]이다.
(c) 해가 존재하지 않는다.

(d) Ar=b의 모든 해는 = tc 이다.

(a) 해가 유일하게 존재하는 경우이므로, 행렬 A는 반드시 최대 열 랭크="을 가져야 한다.

행렬 A의 공간은 오직 영벡터만 포함한다. 그리고 벡터 b는 행렬 A의 열공간 안에 있다.

(b) 이 경우 행렬 A는 "= 2개의 열을 가져야 한다(행의 개수 은 임의로 정할 수 있다). 행렬

A의 영공간 안에 [1]이 있으므로, 행렬 A의 2열은 1열에 -1을 곱한 것이다. 그리고

A≠0이다. 왜냐하면 행렬 A의 랭크가 1이기 때문이다.= [2]이 해이므로, 6=2. (1열)

+ (2열)이다. 를 더 간단한 (1.0)으로 선택할 수도 있다.

(c) 이 경우 벡터 b가 행렬 A의 열공간 안에 없다는 사실만 알 수 있다. 행렬 A의 랭크는 보다

작아야 한다. 60이어야 한다. 그렇지 않으면 =0이 해가 된다.

(d) 이 경우 행렬 A는 "= =3개의 열을 가져야 한다. 행렬 A의 영공간 안에 (1, 0, 1)이 있으므로,

행렬 A의 3열은 - (1열)이다. 행렬 A의 랭크는 3-1=2이고, 벡터 b는 행렬 A의 (1열)+

(2열)이다.

[Ab]에 대한 순방향 소거를 이용해 완전해 =을 구하라.3.3C

풀이

소거를 통해 Ro=d를 얻는다.

[12 10 4 1 2 10 4

2 4 4 8 2 0028-6

20-4

->> 0 0 1 4-3

7

[4 8 6 8 10] 10000 0 10 0 0 0 0.

b=0일 때 영공간에 대한 해 을 구하기 위해, 다음과 같이 자유변수 2 를 1. 0과 0, 1로

놓는다.

영공간에 대한 특별해

특수해

s1 = (-2, 1, 0, 0)와 S2 = (4,0,-4,

x=(7.0.-3.0)

1)

그러면 Ar=b의 완전해는 1+cisit C282이다.
P

행렬 A의 행들은 2. (1행)+ (2행)-(3행)= (0,0,0,0)으로부터 영행을 생성한다. 벡터

b=(4,2,10)에 대한 동일한 선형결합은 2.4+2-100을 생성한다. (좌변에 있는) 행렬 A의

행들의 선형결합이 영행을 만든다면, 동일한 계수의 선형결합이 우변에서도 0을 만들어야 한다.

그렇지 않으면 해가 존재하지 않는다.

3.3 확인문제
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이 결과를 다른 방식으로 표현할 수도 있다. 행렬 A의 모든 열이 y = (2.1. - 1)과 직교한다면,

열들의 선형결합인 벡터 6도 와 직교해야 한다. 그렇지 않으면 벡터 b는 열공간 안에 없고,

Ar=b의 해는 존재하지 않는다.

그리고 가 A의 영공간 안에 있다면, "는 행렬 A의 열공간 안에 있는 모든 벡터 b와 직교해야

한다.

3.3 연습문제

1. (꼭 풀어볼 만한 문제) [확인문제 3.3A]의 (a)~(f) 단계를 실행하여 다음 행렬 A의 열공간과 공간

을 구하고, Ar=b의 완전해를 구하라.

[2464]

A=2576 b=b₂

[2 3 5 2

"

2. 랭크가 1인 다음 행렬 A에 대해 [확인문제 3.3A]의 (a)~(f) 단계를 실행하라. Ar=b의 해가 존재

하는 bj.b2, bj의 2가지 조건을 구하라. 벡터 b를 행렬 A의 어떤 공간에 넣어야 하는가?

[2 1 3] [0] [10]

A= [213]=6 39 b=b₁₂= 30

4 2 6 20

※ [문제 3~15] Ar=b의 해에 관한 문제이다. 마지막 열로 벡터 b를 추가한 첨가행렬에서 시작하

여 구하는 단계를 따른다.을

3. 다음 연립방정식의 완전해를 (특수해 2) + (영공간 안의 벡터 s의 임의의 상수배) 형태로 나타내라.

(a) x+3y=7

2x+6y=14

(b)z+3y+321

2x+6y+9x=5

-x-3y+32-5

4. 다음 연립방정식의 완전해 z=1+x„을 구하라.

1 3 1 2

2648

10 0 2

3장. 4가지 기본 부분공간168



5. 다음 연립방정식의 해가 존재하는 by. b2, bj의 조건은 무엇인가? 벡터 b를 4열로 추가한 첨가행렬

에 소거를 적용하라. 그리고 각 조건이 성립할 때 완전해를 구하라.

(a) x+2y-22=b₁

2x+5y-42-b₂

4x+9y-82-b3

(b)2z+2y=b

구하라.

4z+4y=b2

6. 다음 연립방정식의 해가 존재하는 6, 62, 63, b의 조건은 무엇인가? 각 조건이 성립할 때 해를

[12]

24

(a)
25

[39]

8x+8y=bg

7.

[1 2 3]

2 4 6

(b)
25 7

39 12]

소거를 통해 63-262+46,=0이 되면, (by. by, by)가 행렬 A의 열공간 안에 있음을 보여라. 다음

행렬 A의 랭크는=2이다. 행렬 A의 행들의 어떤 선형결합이 영행을 생성하는가?

[1 3 1

A=382

[240]

8. 어떤 (61, 62, by)가 다음 행렬 A의 열공간에 있는가? 또한 행렬 A의 행들의 어떤 선형결합이 영행

을 생성하는가?

[1 2 1]

(a) A=263

[0 2 5]

1 1 1

(b) A=124

[2 4 8]

9. 다음과 같이 최대 랭크를 갖는 연립방정식의 완전해 "을 구하라.

(a)x+y+z=4

+

(b)x+y+z=4

x-y+2=4

10. 특수해가 = (2, 4, 0)이고, 영공간에 대한 해 이 (1, 1, 1)의 임의의 상수배인 2×3 연립방정

식 Ar=b를 구성하라.

11. 왜 1×3 연립방정식은 특수해 = (2, 4, 0)과 영공간에 대한 해 = ((1, 1, 1)의 임의의 상수배)

를 가질 수 없는가?

12. 다음 물음에 답하라.

(a) Ar=b가 두 해 1, 2를 가질 때, Ar=0의 두 해를 구하라.

(b) Az=0의 또 다른 해를 구하라. 그런 다음 Ar=b의 또 다른 해를 구하라.
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13. 다음 명제가 모두 거짓인 이유를 설명하라.

(a) 완전해는 와 의 임의의 선형결합이다.

(b) 연립방정식 Ar=b는 최대 하나의 특수해를 갖는다. 이 명제는 행렬 A가 _일 때 참이다.

(c) 모든 자유변수가 0인 해는 가 최소인 해이다. 이 명제인 반례를 2×2 행렬로 제시하라

(d) A가 가역행렬이면 영공간에 대한 해 은 존재하지 않는다.

14. 행렬 U의 5열에 피벗이 없다고 가정하자. 그러면 는 변수이다. 영벡터는 Ar=0의 유일한

하는가?

15. 행렬 U의 3행에 피벗이 없다고 가정하자. 그러면 3행은 _행이다. Ux=c의 해는 어떤 경우에

존재하는가? 또 Ar=b의 해가 존재하는지에 대해 설명하라.

16.3×5 행렬의 최대 랭크를 구하라. 최대 랭크를 가질 경우, U와 R의 모든 에 피벗이 있다.

Ar=b의 해는 항상 존재하는가? 유일한가? 행렬 A의 열공간은 무엇인가? 이와 같은 행렬 A의

예를 제시하라.

17. 6×4 행렬의 최대 랭크를 구하라. 최대 랭크를 가질 경우, U와 R의 모든 피벗이 있다.에

Ar=b의 해는 항상 존재하는가? 유일한가? 행렬 A의 열공간은 무엇인가? 이와 같은 행렬 A의

예를 제시하라.

18. 소거를 이용해 다음 행렬 A와 AT의 랭크를 구하라.

1 4 0

(a) A= 2 11 5

-1 2 10.

1 0 1

(b) A=112 (랭크는 g에 따라 다름)

1 1 q

19. 만약 Ax=b가 무수히 많은 해를 갖는다면, Ar=B(우변만 바꿈)가 오직 하나의 해만 갖는 것은

왜 불가능한가? Ar=B의 해가 존재하지 않을 수도 있는가?

20. 다음 행렬에 대해 랭크가 각각 (a) 1 (b) 2 (c) 3이 되도록 하는 q를 구하라.

6 4 2]

A=-3-2-1 B=

9 6

[3 1 3

19 2

21. Az=b의 해의 개수가 각각 다음과 같은 행렬 A의 예를 제시하라.

(a) b에 따라 0개 또는 1개 (b) b와 상관없이 ∞ (무수히 많음)

(c) b에 따라 0개 또는 ∞ (무수히 많음) (d) b와 상관없이 1개
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22. Ar=b가 다음 조건을 만족할 때, r,m," 사이의 관계를 모두 설명하라.

(a) 어떤 b에 대해서는 해가 존재하지 않음

(b) 어떤 b에 대해서는 유일한 해가 존재하고, 다른 6에 대해서는 해가 존재하지 않음

(c) 모든 b에 대해 무수히 많은 해가 존재

(d) 모든 b에 대해 유일한 해가 존재

※ [문제 23~27]은 기약행 사다리꼴 R. R에 관한 문제이다.

23. 다음 행렬의 행을 피벗으로 나눈 다음, 피벗 위쪽의 성분들을 0으로 만들어서 RO와 R을 구하라.

[244]

(a)U=036

10 0 0

2 4 4

(b)U=036 (C) U=
004

0 1
[0 0 5]

24. A가 삼각행렬일 때, R=rref(A)는 언제 항등행렬 가 되는가?

25. Uz=0과 U=c에 소거를 적용하여 R=0과 Ror=d를 유도하라.

2 3 0 2 3 5

[U 0]=
L0 0 4 0.

[U c]=
10 0 4 8.

방정식 R=0의 해들 중 52 = 1인 을 구하라. 또 방정식 Rod의 해들 중 2=0인

구하라.

==26. Ux=0과 Ur=c를 각각 Ro=0과 Roz=d로 축소하라. 그리고 Rod의 해를 구하라.

3 060

[00]=0000

3 069

0 0 2 0.

[Uc]=0004

0 0 25

27. (가우스 소거법을 이용해) 다음 식을 Ur=c로 축소하라. 그다음 Ro=d를 유도하라. 그리고 특수

해와 영공간에 대한 해 을 구하라.

[1 0 2 3] 2

X2
Az=1320

2049

5=b

10

28. 다음 성질을 만족하는 행렬 A, B를 구하라. 구할 수 없는 경우에는 그 이유를 설명하라.

(a) Az= 2의 유일한 해는 [0]이다.
[3]

(b)Bz= [오]의 유일한 해는 == 2)이다.
3.
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29. 행렬 A의 LU 분해를 구하라. 그리고 다음 두 벡터 b에 대해 각각 Ar=b의 완전해를 구하라.

3 1

1 2 3 3

A= =

2 4 6 6

15 5

30. Ax= =[3]의 완전해가 == [3] + c [2] 일 때, 행렬 A를 구하라.

31. (꼭 풀어볼 만한 문제) 3x4 행렬 A에 대해 Ar=0의 유일한 특별해가 (2. 3. 1, 0)이라 가정하

자. 다음 물음에 답하라.

(a) 행렬 A의 랭크와 Ar=0의 완전해를 구하라.

(b) 행렬 A의 기약행 사다리꼴 R를 구하라.

(c) 모든 벡터 b에 대해 Ar=b의 해를 구할 수 있음을 어떻게 알 수 있는가?

32. Az=b와 Cx=b가 모든 벡터 b에 대해 동일한 완전해를 가질 때, 행렬 A와 C는 동일한가?

33. 랭크가인 기약행 사다리꼴 R의 열공간에 대해 설명하라. 그리고 R에서 영행들을 지운 행렬 R

에 대해 설명하라.

3.4 독립, 기저, 차원

1., .... 가 선형독립(linear independent)인 벡터 : 영벡터를 만드는 유일한 선형결합

+Cr=0은 모든 가 0인 경우이다.

2. S가 벡터 U, ... 의 모든 선형결합의 집합일 때, 벡터 1 .... 있는 벡터공간 S를

생성(span)한다고 한다.

3. 가 (1) 선형독립이고 (2) S를 생성하면, 01,..... 는 S의 기저(basis)이다.

4. 벡터공간 S의 차원(dimension)은 S의 기저에 있는 벡터의 개수 이다.

이 절은 부분공간의 실제 크기에 대한 내용을 다루는 중요한 절이다. mx" 행렬에는 "개의 열

이 있다. 그러나 열공간의 '차원'이 반드시 "인 것은 아니다. 열공간 C(A)의 차원은 선형독립인

열의 개수이다. 이 절에서는 열공간의 차원이 랭크'임을 다시 한 번 확인할 것이다.

선형독립의 개념은 임의의 벡터공간의 임의의 벡터 ...... U에 적용된다. 이 절의 대부분 내용

3장. 4가지 기본 부분공간
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은 이미 알고 있는 부분공간, 특히 열공간과 영공간에 중점을 둔다. 마지막 부분에서는 열벡터가

아닌 '벡터'도 다룬다. 이 벡터들은 행렬이나 함수일 수 있으며, 선형독립이거나 선형종속일 수

있다. 먼저 열벡터를 사용한 주요 예를 살펴보자.

목표는 벡터공간을 생성하는 선형독립인 벡터들의 모임인 기저를 이해하는 것이다. 벡터공간의

모든 벡터는 기저벡터들의 유일한 선형결합이다.

이 절에서 소개할 중요한 4가지 아이디어와 각 아이디어의 의미에 대한 간단한 힌트는 다음과 같다.

선형독립인 벡터 : 추가 벡터 없음

② 벡터공간 생성: 벡터공간을 생성하기에 충분한 벡터

벡터공간의 기저: 너무 많지도 적지도 않음

④ 벡터공간의 차원: 모든 기저의 벡터 개수

선형독립

선형독립에 대한 첫 번째 정의는 전통적인 정의는 아니지만, 여러분은 배울 준비가 되어 있다.

정의 선형독립

Az=0의 유일한 해가 x = 0일 때, 행렬 A의 열들은 선형독립이다. 다른 어떤 열들의 선

형결합 Az도 영벡터를 만들 수 없다.

영공간 N(A)가 영벡터만 포함하는 경우, 행렬 A의 열은 선형독립이다. R'의 세 벡터를 이용해

선형독립(및 선형종속)에 대해 설명한다.

● 만약 R'의 세 벡터가 동일한 평면 위에 없다면, 이 세 벡터는 선형독립이다. [그림 3.2]에서

0U+0U2+0U3를 제외한 UI, U2, U3의 모든 선형결합이 영벡터를 만들지 않는다.

2 세벡터 W1, W2, W3가 R'에서 동일한 평면 위에 있으면, 이 세 벡터는 선형종속이다.

평면 위에
02

없음

03

(a) 선형독립: 00,+002 +00만 0이 됨

평면 위에 있음

W3

[그림 3.2] 선형독립과 선형종속

0.

(
b) 
선
형
종
속: W-

W

2+w=

0

Wi
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선형독립의 개념은 12차원 공간의 7개 벡터에도 적용된다. 만약 이 벡터들이 행렬 A의 열벡터

이고 선형독립이면, 12×7 행렬의 영공간은 오직 x=0만 포함한다. 열벡터 중 어떤 벡터도 다

른 6개 벡터의 선형결합이 아니다.

이제 앞서 살펴본 선형독립을 벡터공간에서 다른 표현으로 정의해보자.

정의 선형독립과 선형종속

벡터 01. U2, ..., U„에 대해 영벡터를 만드는 유일한 선형결합이 0U+0v2+ ... + 00

일 경우, 벡터 U1 U2, ..., U„은 선형독립이다. 즉 다음과 같다.

+202+..+x=0은
선형독립

모든 계수 1 2 .... "이 0일 때만 발생한다.

Il, I' ..., I„ 중 하나라도 0이 아닐 때 선형결합 U+ I2U2+ ... +„U=0이 되

면, 벡터 UP U2, ..., U은 선형종속이다.

•올바른 표현: 벡터들의 집합이 선형독립이다.

허용 가능한 표현: 벡터들이 선형독립이다.

•허용 불가능한 표현: 이 행렬은 선형독립이다.

벡터들의 집합은 선형종속이거나 선형독립이다. 이 벡터들의 선형결합이 영벡터(계수가 0이 아

님)를 만들 수도 있고, 만들지 못할 수도 있다. 따라서 여기서 생각해볼 중요한 질문은 "벡터들의

어떤 선형결합이 영벡터를 만드는가?"이다. 선형독립과 선형종속에 대한 R2에서의 몇 가지 작은

예는 다음과 같다.

• 벡터 (1,0), (1, 0.00001)은 선형독립이다.

② 벡터 (1, 1), (-1, -1)은 선형종속이다.

⑧ 벡터 (1, 1), (0, 0)은 영벡터 때문에 선형종속이다.

O R²의 세 벡터 (a, b), (c, d), (e, f)는 선형종속이다.

2의 경우 다음과 같이 선형종속임을 알 수 있다.

선형종속인 열

영공간 안에 x≠ 0존재 21 = 1. 22 = 1일 때, [1-1] [2] [8]

R'에서 세 벡터는 선형독립일 수 없다. 이를 확인하는 방법은 다음과 같다. 세 벡터를 열로 갖는

행렬 A는 자유변수를 가져야 하고, Ar=0에 대해 0이 아닌 해를 가져야 한다.
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이제 R'의 세 벡터를 생각해보자. 이들 중 한 벡터가 다른 벡터의 상수배인 경우, 세 벡터는 선형

종속이다. 그러나 완전하게 판정하려면 세 벡터를 모두 사용해야 한다. 다음과 같이 세 벡터를

행렬에 넣고 Ar=0의 해를 구해보자.

EX 1 행렬 A의 열들은 선형종이다. Az=0은 0이 아닌 해를 갖는다.

[1 0 3 -3

Ax=215 1=-3 +1 +15=

1 0 3

행렬 A의 랭크는 2이다. 열들이 선형독립이면 최대 열 랭크 ==3을 갖는다. 정사

각행렬의 경우 선형종속인 열은 선형종속인 행을 의미하며, 그 반대의 경우도 마찬가지이다.

Q. Ar=0의 해는 어떻게 구할 수 있을까? 해를 구하는 체계적인 방법은 소거이다.

[10 3][1 0 3]

A=215은 Ro= 0 1 -1으로 축소 =>

[103] 0]

-F=- [- x =

최대 열 랭크: 행렬 A의 열은 랭크가 = 2일 때 선형독립이다. 이때 피벗변수는 "개이고,

자유변수는 없으며 A=C이다. 행렬 A의 영공간은 z=0만 포함한다.

다음으로 살펴볼 예는 특히 중요하다. 7개의 열에 각각 5개의 성분이 있다고 가정하자(=5는

"=7보다 작다). 그러면 행렬의 열들은 선형종이어야 한다. R'의 임의의 7개 벡터는 선형종

속이다. 행렬 A의 랭크는 5보다 클 수 없다. 5개의 행에는 5개 이상의 피벗이 존재할 수 없다.

Az=0은 최소 7-5=2개의 자유변수를 가지므로, 0이 아닌 해가 존재한다. 이는 열들이 선

형종속임을 의미한다.

R의 임의의 "개 벡터의 집합은 ">m일 때 선형종속이다.

이와 같은 유형의 행렬은 행보다 열이 더 많으며, 가로가 길고 세로가 짧은 형태이다. ">이면

열들은 선형종이다. 왜냐하면 Ar=0의 0이 아닌 해가 존재하기 때문이다. "≤이면 열들

은 선형종속일 수도 있고, 선형독립일 수도 있다. 소거를 적용하면 개의 피벗 열이 드러난다.

이 열들이 바로 행렬 C에서 선형독립인 개의 피벗 열이다.

참고 선형종속을 설명하는 또 다른 방법은 '하나의 벡터가 다른 벡터들의 선형결합'임을 보이는 것이다.

앞서 살펴본 선형종속의 정의는 다음과 같이 더 길었다. '모든 계수가 0인 선형결합을 제외한 어떤 선형결합

이 영벡터를 만든다.' 즉 영벡터를 만드는 쉬운 방법은 배제해야 한다.
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요점은 선형종속의 기존 정의의 경우, 특정 벡터를 선택하지 않는다는 점이다. 모든 열은 동일하

게 취급된다. Az=0을 보고, 이 방정식이 0이 아닌 해를 갖는지 아닌지를 살펴보자.

부분공간을 생성하는 벡터

이 책에서 처음 살펴본 공간은 열공간이었다. C(A)는 열벡터 ..., U"의 모든 선형결합

+ ... +„을 포함한다. 열공간은 모든 열들의 선형결합 Az로 구성된다. '생성'이라는

용어는 열공간 C(A)를 설명한다.

행렬의 열벡터는 열공간을 생성한다. 이 열벡터들은 선형종속일 수 있다.

② 다음 행렬 A의 열공간과 행공간에 대해 알아보자.

m=3, n=2

[14]

A=27
2

AT=

행렬 A의 열공간은 행렬 A의 두 열로 생성된 R' 안의 평면이다. 행렬 A의 행공간은 행렬

A의 세 행(행렬 AT의 세 열)에 의해 생성된다. 행공간은 R2 전체이다.

행들은 행공간을 생성하면서 R" 안에 있고, 열들은 열공간을 생성하면서 RW 안에 있음을

기억하자.

벡터공간의 기저

두 벡터는 선형독립이라고 해도 R'을 생성할 수 없다. 또 네 벡터는 R'을 생성하더라도 선형독

립일 수 없다. 우리는 벡터공간을 생성할 수 있으면서 선형독립인 벡터를 원한다. '기저'가 이러

한 경우에 딱 맞다.

정의 기저

벡터공간의 기저는 다음 2가지 성질을 만족하는 벡터들의 집합이다.

기저벡터는 선형독립이며, 벡터공간 전체를 생성한다.

이 성질은 선형대수학의 기본이다. 벡터공간의 모든 벡터 ♥는 기저벡터들의 선형결합이다. 왜냐

하면 기저벡터들은 벡터공간을 생성하기 때문이다. 또한 기저벡터 ..... U 이 선형독립이므

로, 어떤 벡터 v를 생성하는 선형결합은 유일하다. 즉 다음과 같다.
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벡터 "를 기저벡터의 선형결합으로 나타내는 방법은 유일하다.

위 사실을 증명해보자. U=QU+

...

+400m이고 0=6,0,+ +6,0„이라 가정하자. 두

식을 빼면 (41-61)0,+ + (am-6m)U„은 영벡터이다. ..... U이 선형독립이므로, 모든

i에 대해 4-b= 0이 된다. 따라서 모든 i에 대해 4 = 6. 가 되므로, 벡터 를 생성하는 2가지

방법은 없다.

EX 3 I =항등행렬 / [19]의 열은 R²의 표준기저(standard basis)를 생성한다. 기저 벡

터 i = [1] j = [9] 는 선형독립이고 R²을 생성한다. 대부분 R²의 기저로 표준기저를 먼

저 생각한다. "X" 항등행렬의 열은 R"의 '표준기저'를 생성한다.

이제 또 다른 기저에 대해 살펴보자. 기저는 유일하지 않다.

4 (중요) 모든 "X" 가역행렬의 열은 R"의 기저이다.

가역행렬
[1 0 특이행렬 [1 0 1]

선형독립인 열 A=110

(열공간)=R3
1 1 1

선형종속인 열

(열공간) R3

B=112

1 1 2

Az=0의 유일한 해는 x=4-10=0이다. 행렬 A의 열들은 선형독립이다. 또한 행렬

A의 열들의 선형결합으로 모든 벡터 b를 생성할 수 있으므로, 행렬 A의 열들은 R"을 생성

한다. Az=b의 해는 = Ab로 구할 수 있다. 가역행렬에 대해 모든 사실이 어떻게 연

결되는지 보이는가? 이를 한 문장으로 요약하면 다음과 같다.

벡터 ..... U이 "X" 가역행렬의 열이 될 때, U, ..., U은 R" 의 기저가 된다.

R"은 무수히 많은 기저를 갖는다.

열들이 선형종일 때 피벗 열만 유지한다. 행렬 B의 경우, 이는 처음 두 열을 의미한다. 이 두

열은 선형독립이며 열공간을 생성한다.

선형독립인 벡터의 모든 집합은 기저로 확장될 수 있다.

생성하는 벡터의 모든 집합은 기저로 축소될 수 있다.
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EX 5 다음 행렬 A는 가역행렬이 아니다. 이 행렬의 열은 기저가 될 수 없다.

하나의 피벗 열
A=

하나의 피벗 행(1)
- [34]을 축소하면 Ro = [12] 이다.

E6⑥ 다음 랭크 2 행렬의 열공간과 행공간에 대한 기저를 구해보자.

1 2 0 3

Ro=0014

0 0 0 0

1열과 3열은 피벗 열이다. 이 두 열은 R의 열공간의 기저가 된다. 열공간은 R의 xyz-공

간 내부에 있는 'zy-평면'이다. 이 평면은 R²이 아니고 R'의 부분공간이다. 2열과 3열도

동일한 열공간의 기저가 된다. 그렇다면 열공간의 기저가 되지 않는 R의 열의 쌍은 무엇인

가?

행공간은 R'의 부분공간이다. 행공간의 가장 간단한 기저는 R의 영향이 아닌 두 행이다.

영벡터는 절대로 기저에 포함할 수 없다.

Q. R'에서 5개의 벡터가 주어질 때, 이 벡터들이 생성하는 벡터공간의 기저는 어떻게 찾을 수

있을까?

A1. 벡터들을 행렬 A의 행으로 만들고, 소거를 통해 R에서 영행이 아닌 행을 찾는다.

A2. 5개의 벡터를 행렬 A의 열에 넣고, 소거를 통해 피벗 열을 찾는다. C의 피벗 열은 열공간

의 기저가 된다.

기저가 여러 개일 때, 한 기저를 구성하는 벡터가 다른 기저보다 더 많거나 적을 수 있을까? 그렇

지 않다. 벡터공간의 모든 기저는 동일한 개수의 벡터를 포함한다.

모든 기저에 있는 벡터의 개수를 벡터공간의 '차원'이라 한다.

벡터공간의 차원

다음 사실을 증명해보자. 기저는 여러 가지가 존재할 수 있지만, 다음과 같이 기저 안의 벡터 개

수는 변하지 않는다.
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01,..., Um과 201,..., W, 이 동일한 벡터공간의 기저벡터일 때, m="이다.

증명

201... 20 이 ・・・ U보다 많다고 가정하자. ">m으로부터 모순을 유도하고자 한다. ..... 은

기저벡터이므로, 각 2001,..., w„은 ..... U의 선형결합이어야 한다. 만약 w, 이 41+

이면, W은 다음과 같이 VA= W의 1열이 된다.

+amm

a11

W=100002 w,,] = [v₁ = VA

행렬 A의 각 성분 4를 알지는 못하지만, 행렬 A의 형태(X" 행렬)는 안다. 두 번째 벡터 W2도

U... U의 선형결합이다. 이 선형결합의 계수가 행렬 A의 2열을 채운다. 핵심은 행렬 A가 모든 벡터

U에 대응하는 행을 갖고, 모든 벡터 w에 대응하는 열을 갖는다는 것이다. ">m으로 가정했으므로 행렬

A는 가로가 길고 세로가 짧은 행렬이다. 따라서 Az=0의 0이 아닌 해가 존재한다.

Ar=0에 따라 VA = 0이 성립한다. 즉 Wz=0이다. W, ..., W의 선형결합이 영벡터를 만든다. 그

러면 W.... w은 기저벡터가 될 수 없다. 즉 두 기저가 존재한다는 가정에 모순이 발생한다.

m>"이라 가정하고, 들과 w들을 바꿔서 동일한 과정을 진행하면 다시 모순이 발생한다. 따라서 모순

이 발생하지 않으려면 = "이어야 한다.

기저벡터의 개수는 차원이다. 따라서 R"의 차원은 "이다. 이제 중요한 용어인 차원을 정의해보자.

정의 차원

벡터공간의 차원은 모든 기저 안에 있는 벡터의 개수이다.

차원은 우리의 직관과 일치한다. 원점과 벡터 = (1,5,2)를 지나는 직선은 1차원이다. 이 직선은

2차원 공간의 부분공간으로, 벡터 하나를 기저벡터로 갖는다. 이 직선과 직교하는 공간은 평면

x+5y+22=0이다. 이 평면은 2차원이다. 이 결과를 증명하기 위해, 기저벡터 (-5, 1, 0),

(-2.0, 1)을 찾았다. 기저가 두 벡터를 포함하므로 2차원이다.

평면 z+5y+22=0은 두 자유변수를 갖는 행렬 A= [152]의 영공간이다. 기저벡터

(-5, 1, 0), (-2, 0, 1)은 Ar=0의 '특별해'이다. (-)개의 특별해는 항상 영공간의 기저를

제공한다. 영공간의 차원은 (-)이다.

3.4 독립, 기저, 차원 179



선형대수학에서 사용되는 용어에 대해 참고하면 좋을 내용을 간략히 살펴보자. 절대로 '공간의

랭크', '기저의 차원' '행렬의 기저'라는 용어를 사용하지 않는다. 이 용어들은 아무 의미가 없다.

'행렬의 랭크'는 '열공간의 차원'과 같다. 다음 사실을 기억해두자.

행공간의 차원은 열공간의 차원은 "

영공간의 차원은 "-" NAT)의 차원은 m-r

행렬공간과 함수공간의 기저

'독립', '기저', '차원'이라는 용어는 열벡터에만 국한되지 않는다. 세 행렬 A1, A2, A3가 선형독

립인지 물어볼 수도 있다. 세 행렬이 모두 3×4 행렬일 때, 어떤 선형결합은 영행렬을 생성할

수 있다. 3×4 행렬공간의 차원을 물어볼 수도 있다(차원은 12이다. 즉 모든 기저는 12개의 행

렬을 포함한다).

d²y
미분방정식 -="는 해공간을 갖는다. 이 공간에 대한 한 기저는 y=e'와 y=e로 구성

dx²

된다. 기저함수를 세어보면 이 해공간의 차원이 2임을 알 수 있다(2차원인 이유는 선형방정식이

2계도함수로 시작하기 때문이다).

행렬공간에 대해 알아보자. 벡터공간 M은 모든 2×2 행렬을 포함한다. 이 공간의 차원은 4이다.

이 [01]
하나의 기저 A1, A2, A3, Ag=

위 행렬들은 선형독립이다. 여기서는 이 행렬들의 열을 보는 것이 아니라 전체 행렬을 본다. 이

4가지 행렬의 선형결합은 다음과 같이 행렬공간 M에 있는 모든 행렬을 생성할 수 있다.

모든 행렬 A는 기저행렬들의 선형결합 =A=

CG가 모두 0일 때만 A가 영행렬이다. 이 사실은 행렬 A1, A2, A3, A. 가 선형독립임을 증명

한다.

세 행렬 A1, A2, A는 상삼각행렬로만 이루어진 부분공간의 기저를 형성한다. 이 부분공간의

차원은 3이다. 또 두 행렬 A, A는 대각행렬로만 이루어진 부분공간의 기저를 형성한다. 그렇

다면 대칭행렬로만 이루어진 부분공간의 기저는 무엇인가? 두 행렬 A, A는 유지하고

A2+A를 포함하면 된다.
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•전체 "X" 행렬공간의 차원은 이다.

•상삼각행렬만 포함하는 부분공간의 차원은 1m² + 글"이다.

• 대각행렬만 포함하는 부분공간의 차원은 "이다.

•대칭행렬만 포함하는 부분공간의 차원은 1m² + 글"이다(그 이유는?).

dy d²y d²y
이제 함수공간에 대해 알아보자. 미분방정식 -=0. -=-y. [="는 2계도함수를

dx² dx² dx²

포함한다. 미분적분학에서는 미분방정식을 풀기 위해 다음과 같이 함수 y(z)를 구한다.

y"=0의 해는 임의의 선형함수 y = crtd이다.

y"=y의 해는 임의의 선형결합 y=csinx+dcosr이다.

y'=y의 해는 임의의 선형결합 y = ce²+de이다.

y"=-y의 해공간에는 두 기저함수 sinx, cos가 있다. "=0의 해공간에는 두 기저함수

z, 1이 있다. 이는 2계도함수의 '영공간'이다. 각 공간의 차원은 모두 2이다(이들은 모두 2계

미분방정식이다).

y"=2의 해는 부분공간을 형성하지 않는다. 우변의 6=2가 0이 아니기 때문이다. "2의

특수해는 y (x)=이다. "=2의 완전해는 y (x)=22+cx+d이다. 완전해는 특수해 과

영공간에 대한 해 cr+d의 합이다. 선형 미분방정식은 선형 행렬방정식 Ar = b와 같다.

끝으로 영벡터만 포함하는 공간 2에 대해 알아보자. 이 공간의 차원은 0이다. 공집합이 공간

2의 기저가 된다. 영벡터를 기저벡터로 허용하면 선형독립성이 사라지므로, 영벡터는 절대로 기

저 안에 포함하면 안 된다.

이 절의 주요 용어인 독립, 생성, 기저, 차원을 다시 정리해보자.

• Az=0의 유일한 해가 x=0이면 행렬 A의 열들은 선형독립이다.

2 U..... U 의 선형결합이 벡터공간을 채우면, 이 벡터들이 벡터공간을 생성한다.

ㅇ 기저는 선형독립인 벡터들로 구성되며 벡터공간을 생성한다. 벡터공간의 모든 벡터는 기저

벡터들의 유일한 선형결합으로 표현된다.

④ 벡터공간의 모든 기저는 동일한 개수의 벡터를 갖는다. 기저 안에 있는 벡터의 개수를 벡터

공간의 차원이라 한다.

● 피벗 열은 열공간의 한 기저를 형성한다. 열공간 C(A)의 차원은 이다.
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3.4 확인문제

3.4A (중요한 문제) ...... 이 R의 기저이고 "X" 행렬 A가 가역행렬이라 하자. 이때 AU.....

AU도 R"의 기저임을 보여라.

풀이

먼저 행렬 용어로 증명해보자. 기저벡터 ・・・ "을 가역행렬 V의 열로 구성한다. 그러면

Ar AU AV의 열이다. A가 가역행렬이므로 AV도 가역행렬이다. 따라서 AV의 열들도

기저를 형성한다.

이번에는 벡터 용어로 증명해보자. CAN,+ +CAU„=0이라 하자. =CU+ +Cm이

라 하면 Av=0이다. 이 식의 양변에 A-'를 곱하면 = 0 이다..... "이 선형독립이므로 모

든 = 0이다. 따라서 AU..... Av„은 선형독립이다.Ci

AW ... AR"을 생성한다는 사실을 보이기 위해서는, R”의 임의의 벡터 b를

+CAW=b와 같이 나타내는 C 값들이 존재해야 한다. 이 식의 양변에 A-'를 곱하

•+CU=A-1b가 된다. ... 이 R"의 기저이므로, CGUL+

를 만족하는 값들이 존재한다.

+CUM=A-8

(a) 두 벡터가 선형독립인가?

하라.

(b) 두 벡터가 어떤 벡터공간 V의 기저를 형성하는가?

(c) V의 차원은 무엇인가?

(d) 어떤 행렬 A의 열공간이 V인가?

(e) 어떤 행렬 B의 영공간이 V인가?

[풀이

하라.

(a) U U2는 선형독립이다. 왜냐하면 0을 생성하는 유일한 선형결합이 0v,+0v,이기 때문이다.

(b) U는 이 두 벡터가 생성하는 벡터공간 V의 기저를 형성한다. V는 벡터 (x, y, 0)들의

집합이다.

(c) 기저에 두 벡터가 포함되므로 V의 차원은 2이다.

(d) V는 랭크가 2이며 모든 열이 U"의 선형결합인 3× 행렬 A의 열공간이다. 단순하게

UP U2를 열로 갖는 3×2 행렬 A를 선택해도 된다.
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(e) 모든 행이 (0, 0, 1)의 상수배인 m×3 크기의 랭크 1 행렬 B의 영공간은 V이다. 단순하게

B=[001]로 선택해도 된다. 그러면 BU=0, BU2=0이다.

(f) 임의의 벡터 vg = (a, b, c)가 c≠0을 만족하면 V1 V2는 R'의 기저를 형성한다.

[그림 3.3]은 지금까지 살펴본 내용을 한눈에 확인할 수 있도록 정리한 것이다.

C(AT) C(A)

차원차원의 행들의 모든

선형결합 Ax, = b

XT

A의 열들의 모든
Ax = b

선형결합
x=x+xn

R"
R
m

In An=0

열과 직교하는
N(AT)

행과 직교하는 모든 벡터 차원 m-r

N (A)
모든 벡터

차원 n-r

[그림 3.3] Ar=b는 행렬 A의 열공간 안에 있고, Ar=0 이다. Ar=b의 완전하는 = (하나의 2) +

(임의의 „)이다.

3.4C (기저 변환) 선형독립인 벡터 W W W로 시작하자. 세 벡터의 선형결합으로 U UV를 생

성한다. 선형결합은 다음과 같이 행렬 형식 V=WB로 작성한다.

UL=W1+W2

U2

[110]

U2=W+202+ W3 [010203]=100002 W3] 121

W2+CW3 0 1 cl3 =

V=WB의 열들이 선형독립인지 보이기 위해 행렬 B에 대해 무엇을 확인해야 하는가? c≠10이

면 V1 V2 V3가 선형독립임을 보여라. 또 c=10이면 U U2J가 선형종속임을 보여라.

풀이

열들이 선형독립인 경우, 행렬 V의 영공간은 영벡터만 포함해야 한다. 즉 Vz=0일 때

= (0,0,0)이어야 한다.

c=10이면 2가지 방식으로 선형종속임을 볼 수 있다. 먼저 U+는 2와 동일하다. 그러면

=U-U2+U30이므로 V1 V2 VJ가 선형종속이다.
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다른 방법은 행렬 B의 영공간을 이용하는 것이다. 만약 c=1이면 벡터 = (1, -1, 1)은

Br=0 을 만족하므로, 행렬 B의 영공간 안에 있다. 그러면 WB2=0이므로 V20이다. 따라

서 U-2+g=0이 되므로 V1 V2 V가 선형종속이다. 만약 c≠ 1이면 B는 가역행렬이다.

일반적인 규칙은 'B가 가역행렬일 때, 선형독립인 벡터 w들로부터 선형독립인 벡터들이 나온다'

는 것이다. 만약 이 벡터들이 R'에 있다면, 이 벡터들은 선형독립일 뿐만 아니라 기저를 이룬다.

'기저 변환 행렬 B가 가역행렬일 때, "들로 이루어진 기저로부터 "들로 이루어진 기저를 얻는다.'

3.4 연습문제

※[문제 1~10]은 선형독립과 선형종속에 관한 문제이다.

1. U1U2V는 선형독립이고 V1 V2 V3 있는 선형종속임을 보여라.

U3 4 = 3

CU+2+3+CQUA=0 또는 Az=0을 풀어서 해를 구하라(들은 행렬 A의 열에 있다).

2. (꼭 풀어볼 만한 문제) 다음 벡터들 중 선형독립인 벡터를 최대한 많이 찾으라.

=

0 0

= U6 =
0 1

3. 하라.

[a b c

U=0 d

lo o f

4. [문제 3]에서 4. d. / 가 모두 0이 아닌 경우, Uz=0의 유일한 해는=0임을 보여라. 모든 주대

각성분이 0이 아닌 상삼각행렬 U는 선형독립인 열을 갖는다.

5. 다음 벡터가 선형종속인지, 선형독립인지 판단하라.

(a) (1. 3. 2), (2. 1. 3), (3. 2. 1)

(b) (1, 3, 2), (2. 1. -3), (-3, 2, 1)
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6. 행렬 U에서 선형독립인 열 3개를 선택하라. 또 다른 조합으로 두 번 더 선형독립인 열 3개를 선택하

라. 행렬 A에 대해서도 동일하게 진행하라.

[2 3 4 1 [2 3 4 1

0670 0670
U= A=
0009 0009

0 0 0 0 14 6 8 2

7. W1W W3가 선형독립인 벡터이면, UW2-W3U2=W1-W3, U3=W-W2가 선형종속임을

보여라. 벡터들의 선형결합이 영벡터가 되는 조합을 찾으라. [UL U2 U3] = [W]W2 W3] A를 만족

하는 행렬 A가 특이행렬인가?

8. W1W2 W가 선형독립인 벡터이면, V=W2+W3,02=W1+W3.3=W+W2가 선형독립임을

보여라(Ci,+C202+CgU3=0을 w에 대해 작성하고, CUL+C2U2+Cgv30이면 들이 모두 0임을

증명하라).

=

9. UUUU가 R'의 벡터일 때, 다음 물음에 답하라.

(a) 네 벡터는 선형종속이다. 그 이유는 무엇인가?

(b) 두 벡터 U 2가 선형종속이기 위한 조건은 무엇인가?

(c) 벡터 과 (0, 0, 0)은 선형종속이다. 그 이유는 무엇인가?

10. R 안의 평면 x+2y-32-t=0위에서 선형독립인 두 벡터를 찾으라. 그런 다음 선형독립인 세

벡터를 찾으라. 네 벡터가 선형독립인 경우는 왜 불가능한가? 이 평면은 어떤 행렬의 영공간인가?

※ [문제 11~14]는 벡터의 집합이 생성하는 공간에 관한 문제이다. 벡터의 모든 선형결합을 구하자.

11. 다음 벡터들이 생성하는 R'의 부분공간에 대해 설명하라(예를 들어 직선인지, 평면인지, R 자체인

지를 보인다).

(a) 두 벡터 (1, 1, -1), (-1, -1, 1)

(b) 세 벡터 (0, 1, 1), (1, 1, 0), (0,0,0)

(C) R3의 모든 벡터

(d) 성분이 모두 양수인 모든 벡터

12. 어떤 방정식의 해가 존재할 때, 벡터 b가 행렬 A의 열로 생성되는 부분공간에 존재하는가? 또 어떤

방정식의 해가 존재할 때, 벡터 c가 행렬 A의 행공간 안에 존재하는가? '만약 영벡터가 행공간 안에

있다면, 행들은 선형종이다.'라는 명제의 참 또는 거짓을 판정하라.
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1 1

13. 행렬 A=13

3 1 -

[1 1 0]

U=021 에 대해 다음 4가지 공간의 차원을 구하라. 이들 중 동일한 두

[000]

공간은 무엇인가?

(a) A의 열공간 (b) U의 열공간 (c) A의 행공간 (d) U의 행공간

14.0+w와 0-0w는 두 벡터 와 w의 선형결합이다. "와 w를 +w와 - w의 선형결합으로 나타내

한다. 두 벡터의 쌍이 언제 동일한 공간의라. 이렇게 구한 두 벡터의 쌍은 동일한 공간을

기저를 형성하는가?

※ [문제 15~25]는 기저가 되기 위한 조건에 관한 문제이다.

15. 벡터 ... 이 선형독립이면 이 벡터들이 생성하는 공간의 차원은 무엇인가? 이 벡터들은 해당

공간에 대한 _이다. 이 벡터들이 MX 행렬의 열벡터인 경우, m은 "보다 큰가, 작은가? 만약

m= "이면 이 행렬은 _이다.

16. 다음과 같은 R'의 부분공간의 기저를 구하라.

(a) 모든 성분이 동일한 모든 벡터들의 집합

(b) 모든 성분의 합이 0이 되는 모든 벡터들의 집합

(C) (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 1)과 직교하는 모든 벡터들의 집합

(d) 4x4 항등행렬의 열공간과 영공간

17. 행렬 U=1010
0 1 0 1 0

의 열공간에 대한 서로 다른 세 기저를 구하라. 그다음 행렬 U의 행공간에

대한 서로 다른 두 기저를 구하라.

18. R'의 6개 벡터 12... 에 대해 다음 중 옳은 것을 골라라.

(a) 이 벡터들은 R'을 생성한다/ 하지 않는다/ 하지 않을 수도 있다].

(b) 이 벡터들은 선형독립 [이다/이 아니다/ 일 수도 있다].

(c) 이 벡터들 중 4개는 R'의 기저벡터가 [된다/ 되지 않는다/ 될 수도 있다].

19. 행렬 A의 열벡터는 R의 "개 벡터이다. 이 벡터들이 선형독립이면, 행렬 A의 랭크는 무엇인가?

또 이 벡터들이 R'을 생성한다면, 행렬 A의 랭크는 무엇인가? 만약 이 벡터들이 R의 기저를 형성

한다면, 행렬 A의 랭크는 무엇인가? 랭크는 _인 열의 개수를 세는 것이다.

20. R' 안의 평면 -2y+32=0에 대한 기저를 구하라. 그다음 해당 평면과 zy-평면이 교차하는 직선

에 대한 기저를 구하라. 그리고 평면-2y+3z=0과 직교하는 모든 벡터에 대한 기저를 구하라.
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21.5×5 행렬 A의 열이 R'의 기저를 형성한다고 가정할 때, 다음 물음에 답하라.

(a) 방정식 Ar=0의 해는 오직 x=0뿐이다. 그 이유는 무엇인가?

(b) 만약 벡터 b가 RS 안에 있다면, 방정식 Ar=b의 해가 존재한다. 왜냐하면 기저벡터들은

을 하기 때문이다. 결론적으로 행렬 A는 가역행렬이고, 행렬 A의 랭크는 5이다. 또

렬 A의 행들도 R'의 기저를 형성한다.

RS

행

22. S를 R의 5차원 부분공간이라 가정하자. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(거짓이면 반례를

찾으라..

(a) S의 모든 기저는 벡터를 하나 더 추가하면 R'의 기저로 확장할 수 있다.

(b) R'의 모든 기저에서 하나의 벡터를 제거하면 S의 기저가 될 수 있다.

23. 행렬 U는 행렬 A의 3행에서 1행을 뺌으로써 얻을 수 있다.

[1 3 2

A=011

[1 3 2]

U=011

1 3 2 [0 0 0

두 행렬의 열공간의 기저를 구하라. 두 행렬의 행공간의 기저도 구하라. 또 두 행렬의 영공간를 구하라. 소거할 때 변하지 않는 공간은 무엇인가?
의 기저

24. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(답에 대한 충분한 이유를 제시(a) 행렬의 열이 선형종속이면 행도 선형종속이다.
(b) 2×2 행렬의 열공간은 행공간과 동일하다.

(c) 2×2 행렬의 열공간은 행공간과 동일한 차원을 갖는다.

(d) 행렬의 열은 열공간의 기저를 형성한다.

하라).

25. 벡터 ...4 가 R을 생성한다고 가정하자. 이 벡터들의 집합을 어떻게 기저로 줄일 수 있는가?

R"에서 벡터 "가 선형독립이라고 가정하자. 기저를 형성하려면 주어진 벡터에 어떤 벡터를

추가해야 하는가?

26. 다음 행렬은 각각 어떤 수 c, d에 대해 랭크 2를 갖는가?

1 2 5 0 5

A=00c22

1000d2

B=

3.4 연습문제 -187



※ [문제 27~31]은 '벡터'가 행렬인 공간에 관한 문제이다.

27. 다음 3X3 행렬로 이루어진 부분공간의 기저와 차원을 각각 구하라.

(a) 모든 대각행렬

(b) 모든 대칭행렬(ATA)

(c) 모든 반대칭행렬(ATA)

28. 6개의 선형독립인 3x3 사다리꼴 행렬 U...... U'를 만들어라.

29. 모든 열을 더하면 영벡터가 되는 2×3 행렬 전체로 이루어진 공간의 기저를 구하라. 또 모든 행을

더하면 영벡터가 되는 2×3 행렬 전체로 이루어진 공간의 기저를 구하라.

30.3×3 행렬의 어떤 부분공간이 각각 다음 행렬들에 의해 생성되는가?

(a) 가역행렬 (b) 랭크 1 행렬 (c) 항등행렬

31. 영공간이 (2, 1, 1)을 포함하는 2X3 행렬 전체로 이루어진 공간의 기저를 구하라.

※ [문제 32~36]은 '벡터'가 함수인 공간에 관한 문제이다.

32. 다음 물음에 답하라.

(a) 01-0을 만족하는 모든 함수를 구하라.
dx

(b) -=3을 만족하는 함수를 하나만 구하라.
dy

dx

dy
(c)

dx

=3을 만족하는 모든 함수를 구하라.

=

33. 함수공간 F는 모든 선형결합 y(r)=Acosz+Bcos2z+Ccos3z를 포함한다. y(0)=0인 함수

로 이루어진 부분공간의 기저를 구하라.

34. 다음을 만족하는 함수공간의 기저를 구하라.

dy
(a) -2y=0

dx
(b)

d

y
_
y
d
x

=0

35. 31(2), 32(z), ys(z)는 서로 다른 세 함수이다. 이 함수들이 생성하는 공간의 차원은 1. 2. 3 중

하나일 수 있다. 각 경우에 대한 (z), 32(z), 33(z)의 예를 제시하라.

36. 3차 이하인 다항식 p(z)에 대한 다항식공간의 기저를 구하라. 또 p(1)=0인 다항식으로 이루어진

부분공간의 기저를 구하라.
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37. atc+d=0인 벡터 (a, b, c, d)로 이루어진 벡터공간 S의 기저를 구하라. 또 a+b=0,c=24인

벡터 (a, b, c, d)로 이루어진 벡터공간 T의 기저를 구하라. SAT의 차원은 무엇인가?

38. A는 랭크가 4인 5×4 행렬이다. 5×5 행렬 [Ab]가 가역행렬일 때, Ar=b의 해가 존재하지

않음을 보여라. 그리고 [Ab]가 특이행렬이면 Ar=b의 해가 존재함을 보여라.

d²y
39. [=y()의 모든 해에 대한 기저를 구하라. 또

dx²

d²y

422-y(z)의 모든 해에 대한 기저를 구하라.

도전문제

40. 서로 다른 5가지 치환행렬의 선형결합으로 3x3 항등행렬을 나타내라. 그런 다음 이 5가지 행렬이

선형독립임을 보여라. 이 5가지 행렬은 행과 열의 합이 동일한 3X3 행렬에 대한 부분공간의 기저를

형성한다.

41. R'에서 z= (1, I I3 I)를 선택한다. 이 경우 (III), (II3Z1, Zz)와 같은 재배열이

24개 있다. 자기 자신를 포함한 24개의 벡터들은 부분공간 S를 생성한다. S의 차원이 다음과

같도록 하는 벡터 를 각각 구하라.

(a) 0 (b) 1 (c) 3 (d) 4

42. dim(V)+dim(W)= dim(VnW)+dim(V+W)이다. 이때 V+W= {0+wloEV, WEW

이다. VnW의 기저벡터 "・・・・・ "로 시작한다. "....." 에 "를 추가하여 V의 기저를

만든다. 또한 별도로 41, ..., 4, 에 W... w를 추가하여 W의 기저를 만든다. 벡터 ", V, W들을

모아서 이 벡터들이 선형독립임을 증명하라. 참고로 차원은 (r+s)+(r+t)=(r)+(r+s+t)

이다.

43. R에서 dim(V)+dim(W)>이라 가정하자. 영벡터가 아닌 어떤 벡터가 V와 W 모두에 존재함

을 보여라.

텐트 V의 기저와 W의 기저를 행렬 A의 열에 넣고 Ar=0을 푼다.

44. A는 10x10 행렬이고 A²=0 (영행렬)이다. 따라서 행렬 A를 A의 각 열에 곱하면 영벡터를 얻는

다. 그러면 행렬 A의 열공간은 에 포함된다. 행렬 A의 랭크가 이면, 행렬 A의 열공간의

차원은 <10-을 만족한다. 따라서 랭크는 <5이다.
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3.5 4가지 기본 부분공간의 차원

1. 열공간 C(A)와 행공간 C(AT)의 차원은 모두 (A의 랭크)이다.

2. 영공간 N(A)의 차원은 (-)이다. 또한 좌영공간(left null space) N(A)의 차원은

(m-r)이다.

3. A에서 Ro로의 소거는 C(A)와 N (AT)를 변화시킨다(그러나 이들의 차원은 변하지 않

는다).

이 장의 주요 정리는 랭크와 차원을 연결한다. 행렬의 랭크는 선형독립인 열의 개수이다. 부분공

간의 차원은 기저에 있는 벡터의 개수이다. 피벗이나 기저벡터는 셀 수 있다. 행렬 A의 랭크는

4가지 기본 부분공간의 차원을 모두 나타낸다. 다음은 4가지 기본 부분공간이다. 이들 중 두 부

분공간은 행렬 A로부터 직접 얻고, 나머지 두 부분공간은 AT로부터 얻는다.

4가지 기본 부분공간 차원

• 행공간 C(AT)는 R"의 부분공간이다. r

② 열공간 C(A)는 R'의 부분공간이다.

●영공간 N(A)는 R"의 부분공간이다.

④ 좌영공간 N (AT)는 R의 부분공간이다.

r

n-r

m-r

C(A)와 N(A)는 이미 잘 알고 있다. 여기서는 C(A)와 N(A)가 새롭게 등장한다. 행공간

C(AT)는 모든 행의 선형결합을 포함한다. 행공간 C(AT)는 AT의 열공간이다.

좌영공간은 ATy=0의 해들의 집합이다. 이 연립방정식의 크기는 "Xm이다. 뒤에서 살펴볼

[EX 2]에서 이 식은 응용수학의 위대한 방정식 중 하나인 키르히호프의 전류 법칙과 연결된다.

전류는 네트워크를 중심으로 흐르며 노드에 쌓일 수 없다. 행렬 A는 그래프의 결합행렬

(incidence matrix)이다. 4가지 기본 부분공간은 노드(node), 에지(edge), 루프(loop), 트리(tree)

에서 등장한다. 이 부분공간들은 정말 아름답게 연결된다.

[선형대수학의 기본정리 1]에서는 4가지 기본 부분공간의 차원을 찾을 것이다. 하나 주목할만한

사실은 '행공간과 열공간이 동일한 차원을 갖는다'는 것이다. 여기서 은 행렬 A의 랭크이다.

다른 중요한 사실은 두 영공간에 관한 것으로 다음과 같다.

•N(A)와 N (AT)의 차원은 각각 (-)과 (-)이고, 이들은 전체 "과 m을 채운다.'
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[선형대수학의 기본정리 2]에서는 4가지 기본 부분공간이 어떻게 결합되는지에 대해 설명할 것이

다. 행공간과 직교하는 영공간과 C(A)와 직교하는 N(A)가 있다. 이 결과는 Ar=b를 이해

하는 '정확한 방법'을 완성한다.

RO의 4가지 기본 부분공간

행렬 A가 기약행 사다리꼴 Ro로 축소되었다고 가정하자. 이 경우에는 4가지 기본 부분공간을

쉽게 확인할 수 있다. 각 부분공간에 대한 기저를 찾고 그 차원을 확인할 것이다. 그런 다음 부분

공간이 소거에 따라 어떻게 변하는지 살펴본다(부분공간들 중 2개는 변하지 않는다). 요점은 A

와 RO에 대해 4가지 기본 부분공간의 차원이 모두 각각 동일하다는 것이다.

그러나 A와 R의 경우에는 4가지 기본 부분공간 중 하나의 차원은 다를 수 있다. 왜냐하면 R에

서 영행이 제거됨에 따라 이 바뀌기 때문이다.

구체적인 3×5 행렬의 예를 통해 기약행 사다리꼴 행렬 R의 4가지 기본 부분공간을 살펴보자.

m=3
1 3 5 0 7

피벗 행 1행, 2행
n = 5

r = 2

R=00012

L0 0 0 0 0J
피벗 열 1열, 4열

행렬 Ro의 랭크는 '=2(2개의 피벗)이다. 이제 4가지 기본 부분공간을 순서대로 살펴보자.

• R의 행공간의 차원은 2이다(랭크와 일치).

이유를 확인해보자. 행렬 R의 처음 두 행은 기저를 형성한다. 행공간은 세 행의 모든 선형결합

을 포함하지만, 3행(여행)은 행공간에 아무것도 추가하지 않는다.

피벗 행 1행과 2행은 선형독립이다. 피벗 열만 보면 rx 항등행렬을 볼 수 있다. 모든 계수가

0인 경우를 제외하고는, 영행을 만드는 행들의 선형결합을 찾을 수 없다. 따라서 개의 피벗 행

(R의 행)은 행공간의 기저를 형성한다. 즉 행공간의 차원은 랭크이다. R의 영행이 아닌 행

들은 행공간의 기저를 형성한다.

② RO의 열공간의 차원은 = 2이다.

이유를 확인해보자. 피벗 열 1열과 4열은 열공간의 기저를 형성한다. 이들은 rxr 항등행렬을

포함하므로 선형독립이다. (모든 계수가 0인 선형결합을 제외하고는) 피벗 열의 어떤 선형결합도
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0으로만 이루어진 영열을 만들 수 없다. 그리고 피벗 열은 열공간을 생성한다. 다른 모든 (자유)

열은 피벗 열의 선형결합이다. 사실 필요한 선형결합은 다음과 같은 3가지 특별해이다.

(2열)은 3×(1열)이다. 이때 특별해는 (-3, 1, 0, 0, 0)이다.

(3열)은 5×(1열)이다. 이때 특별해는 (-5, 0, 1, 0, 0)이다.

(5열)은 7×(1열) + 2× (4열)이다. 이때 특별해는 (-7,0,0,-2, 1)이다.

피벗 열은 선형독립이며 C(Ro)를 생성한다. 따라서 피벗 열들이 C(Ro)의 기저를 형성한다. 즉

열공간의 차원은 랭크이다. 피벗 열은 기저를 형성한다.

④ R의 영공간의 차원은 "=5-2이다. 3개의 자유변수는 Ro=0에 대한 3개의

특별해를 제공한다. 자유변수는 1, 0, 0으로 설정한다.

S2 S34-141
Ro=0의 완전해는

0

x=I2S2+X3S3+IsS5

R의 영공간의 차원은 3

이유를 확인해보자. 각 자유변수에 대해 특별해가 존재한다. "개의 변수와 개의 피벗이 있으므

로, (2-1)개의 자유변수와 특별해가 있다. Roz=0의 특별해는 선형독립이다. 왜냐하면 2행,

3행, 5행에서 항등행렬을 볼 수 있기 때문이다. 즉 영공간 N(A)의 차원은 "-" 이다.

Roz=0의 특별해는 기저를 형성한다.

• RJ의 영공간(RO의 좌영공간)의 차원은 m=3-2이다.

이유를 확인해보자. Ro는 개의 선형독립인 행과 (-)개의 영향을 갖는다. 그러면 RJ는

개의 선형독립인 열과 (-)개의 영열을 갖는다. 따라서 R'의 영공간에 있는 벡터 y는 마

지막 (-)개의 성분에 0이 아닌 값을 가질 수 있다. 여기서는 RJ 안에 (m-r)=1개의

영열이 있고, y에 0이 아닌 성분이 1개 있다.

1 0 0

300[31]

Roy=500 32 의 완전해는 y = 이다.

010 3

7 20

(1)
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Ro에 영향이 있고 R'에 영열이 있으므로, 이 네 번째 기본 부분공간의 차원과 기저를 쉽게 확

인할 수 있다. RO가 (m-r)개의 영향을 가지면, R의 좌영공간의 차원은 (-)이다.

왜 '좌영공간'이라고 할까? 그 이유는 Ry=0을yR=0'로 전치할 수 있기 때문이다. 이

제'는 R의 '왼쪽'에 있는 행벡터이다. 네 번째로 설명한 이 부분공간은 일부 선형대수학 책의

경우 생략하기도 한다. 그러나 이를 생략한다면 선형대수학 전체 주제에 대한 아름다움을 탐색할

기회를 놓치게 될 것이다.

R"에서 행공간과 영공간의 차원은 각각, "'이다(둘을 더하면 ").

R에서 열공간과 좌영공간의 차원은 각각 x, mr이다(둘을 더하면 m).

아직 해야 할 일이 남아 있다. 행렬 A의 4가지 기본 부분공간에 대한 차원은 R 와 동일하다.

그 이유를 알아보자. 행렬 A는 다음과 같이 Ro=rref(A)로 축소되는 행렬이다.

A는 RO로 축소 A=00012

[1 3 5 0 7

1 3 5 1 9]

[1 3 5 0 7]

Ro=00012

[0 0 0 0 0

행렬 A의 행공간은 R 의 행공간과 같다. 그러나 열공간은 서로 다르다. 하지만 열공간의 차원

은 같다.

[그림 3.4]는 지금까지 살펴본 내용을 정리한 것이다.

C(AT)

R"

\C(A)

행공간 열공간

모든 ATy

차원

모든 Ar

차원

큰 그림

N(A)

차원 -

영공간

Ax = 0

RM

좌영공간

ATy=0

N (AT)

차원 -

[그림 3.4] Ro와 A의 4가지 기본 부분공간의 차원
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A의 4가지 기본 부분공간

• 행렬 A는 Ro, R과 동일한 행공간을 갖는다. 차원과 기저도 모두 동일하다.

이유를 확인해보자. 행렬 A의 모든 행은 R의 행들의 선형결합이다. 또한 R의 모든 행은 행렬

A의 행들의 선형결합이다. 소거는 행을 바꾸지만 행공간을 바꾸지는 않는다.

행렬 A의 행공간이 R의 행공간과 동일하므로, R의 처음 개의 행은 여전히 기저를 형성한

다. 또는 행렬 A의 적절한 개의 행을 선택할 수도 있다. 항상 행렬 A의 처음 개의 행인 것은

아니다. 왜냐하면 그 행들이 선형종속일 수 있기 때문이다. 행렬 A의 적절한 개의 행은 RO와

R에서 피벗 행이 있는 행이다.

② 행렬 A의 열공간의 차원은 "이다. 열 랭크는 행 랭크와 동일하다.

(선형독립인 열의 개수)= (선형독립인 행의 개수)

우선 흔히 잘못 생각할 수 있는 틀린 이유를 먼저 알아보자. '행렬 A와 Ro는 동일한 공간을

갖는다'는 문장은 거짓이다. 왜냐하면 R의 열은 종종 0으로 끝나지만, 행렬 A의 열은 종종 0

으로 끝나지 않기 때문이다. 그렇다면 C(A)는 C(Ro)가 아니다.

이제 올바른 이유를 확인해보자. 행렬 A와 Ro에서 열들의 동일한 선형결합은 0이다(또는 0이

아니다). A에서 선형종속일 필요충분조건은 R에서 선형종속인 것이다. 다른 말로 표현하면,

Roz=0일 때만 Ar=0이다. 열공간은 서로 다르지만 차원'은 동일하다. 결론적으로 행렬

A의 개의 피벗 열은 열공간 C(A)의 기저를 형성한다.

④ 행렬 A는 RO와 동일한 영공간을 갖는다. 차원이 "-" 로 동일하고, 기저도 동일하다.

이유를 확인해보자. 소거해도 Ar=0의 해는 바뀌지 않는다. Ar=0의 특별해는 행렬 A의

영공간의 기저를 형성한다. (-)개의 자유변수가 있으므로, 영공간의 차원은 (-)이다. 이

결과를 다음과 같이 r+(n-r)="으로 정리하며, 카운팅 정리(counting theorem)라 한다.

(열공간의 차원) + (영공간의 차원)= (R"의 차원)

4행렬 A의 좌영공간(A의 영공간)의 차원은 (-)이다.

이유를 확인해보자. 행렬 A에 대한 차원을 알 때, A'에 대한 차원을 알 수 있다. AT의 열공간

의 차원이 임은 이미 증명되었다. AT가 "xm 행렬이므로 '전체 공간'은 R이다. 행렬 A에
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대한 카운팅 정리는+ (2-1)="이다. AT 에 대한 카운팅 정리는+ (m-r)=m이다. 이

결과를 하나의 큰 정리로 나타내면 다음과 같다.

[정리] 선형대수학의 기본정리 1

열공간과 공간의 차원은 모두 이다.

.

영공간과 좌영공간의 차원은 각각 (-)과 (-)이다.

개별 수나 벡터가 아닌 벡터공간에 집중함으로써, 이와 같은 정리를 얻을 수 있다. 곧 이 사실들

은 당연하게 받아들이게 될 것이다. 그러나 187개의 0이 아닌 성분으로 11×17 행렬을 구성한

다면, 대부분은 다음과 같은 사실을 잘 이해하지 못할 수 있다.

2가지 핵심 사실
(CA)의 차원) = (C(AT)의 차원)+ (A의 랭크)

(C(A)의 차원) + (N(A)의 차원) = 17

열공간에서 모든 벡터 Ar=b는 행공간의 정확히 하나의 벡터 로부터 나온다(만약 Ay=b라

면 A(x-y)=b-b=0이 된다. 따라서 1-y는 영공간에 포함되며 행공간에도 포함되므로

r=y이다). 행공간에서 열공간으로의 변환에서 A는 'X' 가역행렬과 유사하다.

영공간을 통해 4.5절에서는 행렬 A의 유사역행렬(pseudoinverse)을 정의한다.

[1 2 3]
EX 1 행렬 A= |에서 m=2, n=3=1이다. 행렬 A의 행공간은 원점과

46]

(1, 2, 3)을 지나는 직선이다. 영공간은 평면 2+2.22 +3.23 = 0 이다. 이 직선과 평면의

차원은 각각 1, 2이다(즉 1+23). 열공간과 좌영공간은 R'에서 서로 직교하는 직선들

이고, 차원은 각각 1, 1이다(즉 1+1=2).

(열공간) = [3] 를 지나는 직선, (영공간) = []을 지나는 직선

결과적으로 좌영공간에 있는 벡터 "는 행렬 A의 행들의 선형결합으로 영행을 만든다.

EX 2 식 (2)는 5개 방정식([그림 3.5]의 모든 에지 61, 6명에 대한 방정식)의 예이다.

5개의 방정식에는 4개의 미지수가 (모든 노드에 대해 하나씩) 있다. Az=b에서 중요한

행렬인 A를 결합행렬이라 한다. 모든 행에는 1. - 1이 있다.

3.5 4가지 기본 부분공간의 차원
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-x1 +32

+3
Ax=b

-11

에지 1, 2, 3, 4, 5
-12 +3

노드 1, 2, 3, 4

-12

=

=b₁

=b2

b3

+24 =b4
m=5.n=4

-x3 + x4 = 65

행렬 A의 4가지 기본 부분공간(A와 AT의 열공간과 영공간)을 이해한다면 선형대수학의

핵심 개념을 이해한 것이다.

21
노드

X2 23 24 에지

-1 1 1b1 b₂

-1 1 2

113120
A -1 1 3

-1 1 4

bs

24

-1 1 5

[그림 3.5] 5개의 에지와 4개의 노드가 있는 '그래프이다. A는 5×4 결합행렬이다.

• 영공간 N(A)에 대해 알아보자. 영공간을 찾기 위해 b=0으로 놓는다. 그러면 첫 번째

방정식은 = 이고, 두 번째 방정식은 13 = 이며, 네 번째 방정식은 2=x』이

다. 4개의 미지수 1, I2I3I』는 모두 동일한 값 c를 갖는다. 벡터 z = (c, c, c, c)

는 행렬 A의 영공간을 채운다.

이 영공간은 R'의 직선이다. 특별해 z = (1, 1, 1, 1)은 N(A)의 기저를 형성한다.

N(A)의 차원은 1이다(기저 안의 한 벡터이다). 행렬 A의 랭크는 3이어야 한다. 왜냐

하면 (n-1)=(4-3)=1이기 때문이다. 이제 4가지 기본 부분공간의 차원을 모두

알고 있다.

② 열공간 C(A)에 대해 알아보자. = 3개의 선형독립인 열이 있어야 한다. 빠른 방법은

행렬 A의 처음 3개의 열을 살펴보는 것이다. 체계적인 방법은 Ro= rref(A)를 찾는

것이다.

A의

1, 2, 3열

1 1 0 [1

01

-1 0

0 -1 0

00-1

행렬 A의 ' 010

1 Ro- 기약행

사다리꼴

= 001 -1

000

000 0
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RO로부터 Roz=0의 특별해 z= (1, 1, 1, 1)을 확인할 수 있다. 처음 3개의 열은 피

벗 열이고 4열은 자유 열이다. C(R)가 아니라 C(A)의 기저를 만들기 위해서는 행렬

A의 1열, 2열, 3열로 돌아가야 한다. 열공간의 차원은 3이다.

② 행공간 C(AT)에 대해 알아보자. 차원은 3이다. 그러나 행렬 A의 처음 3개의 행

은 선형종이다((3행)= (2행)- (1행)). 따라서 3행은 소거 후에 영행이 되었고, 3

행은 4행과 교환되었다. 처음 3개의 선형독립인 행은 1행, 2행, 4행이다. 이 3개의

행은 행공간의 기저를 형성한다.

• 에지 1, 2, 3은 그래프에서 루프를 형성 1, 2, 3행은 선형종속

• 에지 1, 2, 4는 트리를 형성, 트리에는 루프 없음 ⇒ 1, 2, 4행은 선형독립

④ 좌영공간 N (AT)에 대해 알아보자. 이제 ATy=0을 풀어보자. 행렬 A의 행의 선형결

합은 0이 된다. 행렬 A에서 (3행)= (2행)- (1행)이므로, y = (1, -1, 1, 0, 0)은

ATy=0의 해가 된다. 벡터 는 그래프에서 상단 루프를 따라 나타난다. 또 다른 벡터

y는 하단 루프를 돌면서 나타나는데, 이 벡터가 y = (0, 0, -1, 1, -1)이다((3행)=

(4행) - (5행)). 두 벡터 "는 선형독립이며 ATy=0의 해이고, N(AT)의 차원은

(m-r)=(5-3)=2여야 한다. 따라서 좌영공간 N (AT)에 대한 기저를 얻는다.

'루프'와 '트리'가 이 문제와 어떻게 연관되는지 궁금할 수 있다. ATy=0은 소거법을

이용해 해결할 수 있었다. 4×5 행렬 A는 3개의 피벗 열 1, 2, 4열과 2개의 자유

열 3, 5열을 갖는다. 따라서 ATy=0은 두 특별해를 가지며, A'에 대한 영공간의

차원은 (m-r)=(5-3)=2이다. 루프와 트리는 모든 결합행렬에 대해 선형종속인

행과 선형독립인 행을 아름답게 식별한다.

방정식 Ax=b는 4개의 노드 1, 2'3'에서 '전압'을 알려준다. 방정식 ATy=0은 5개

의 에지에서 '전류' 31, 32, 43, 44, 45를 알려준다. 이 두 방정식이 키르히호프의 전압 법칙

(Kirchhoff's voltage law)과 키르히호프의 전류 법칙이다. 두 법칙은 전기 네트워크에 적용된다.

그러나 이 용어에 숨겨진 아이디어는 공학, 과학, 경제, 비즈니스 등의 전반에 걸쳐 적용된다.

선형대수학은 이 법칙을 4가지 기본 부분공간에 연결한다.
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그래프는 이산 응용수학에서 가장 중요한 모델이다. 도로, 파이프라인, 혈류, 뇌, 웹, 국가나 세계

의 경제 등의 다양한 분야에서 그래프를 볼 수 있다. 우리는 그래프의 행렬 A. AT를 이해할

수 있다. 요약하면 다음과 같다.

결합행렬 A는 "개의 노드와 2개의 에지가 연결된 그래프로부터 나온다. 행공간과 공간

의 차원은r= (n-1)이다. A와 AT에 대한 영공간의 차원은 각각 1. (m-n+1)이다.

•N(A): 상수벡터 (c, c, ..., c)는 행렬 A의 영공간을 구성한다(차원은 1).

•C(AT): 모든 트리의 에지는 행렬 A의 개의 선형독립인 행을 제공한다(r=-1).

•C(A): [전압법칙] Az의 성분들은 모든 루프 주위를 돌면서 0이 된다(차원은 "-1).

•N(AT): [전류법칙] ATy= (유입량)- (유출량)=0의 해는 루프 전류이다.

그래프에는 (-)=(m-n+1)개의 선형독립인 작은 루프들이 있다.

평면의 모든 그래프에 대해 선형대수학은 다음과 같은 오일러 공식(Euler's formula)을 유도한다.

(노드 개수)- (에지 개수) + (작은 루프 개수)= (n)-(m)+(m-n+1)=1

(랭크 2 행렬)= (랭크 1 행렬)+(랭크 1 행렬)

랭크 1 행렬은 4U 형태이다. 다음은 랭크가 2인 행렬 A이다. 행렬 A에서 바로 을 확인

할 수는 없다. 따라서 행 연산으로 행렬 A를 축소하여 Ro를 얻는다. R는 행렬 A와 행공간이

동일하다. 영행을 지워서 동일한 행공간을 갖는 R을 얻는다.

랭크 2

10 3

A=11 7=1

14 2 20. 4 2

[10

0 1

= CR

행렬의 열을 살펴보자. R의 피벗 열은 당연히 (1,0), (0, 1)이다. 그러면 행렬 A의 피벗 열도

1열과 2열이다. 즉 "] = (1, 1, 4), 42= (0, 1, 2)이다. C의 처음 2개의 열이 동일함을 알 수

있다. 왜냐하면 R 안에 있는 항등행렬의 두 열을 곱해도 피벗 열 41, 42는 변하지 않기 때문이다.

열과 행을 다음과 같이 나타내면 (랭크 2 행렬)= (랭크 1 행렬)+ (랭크 1 행렬)이 된다.

랭크 2 행렬 A A = [u₁ u₂ u3]

[(0행)

V2

vi

T

위 식은 (C의 열) X (R의 행)이다. 모든 랭크 행렬은 랭크 1 행렬들의 합이다.

-
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3.5 확인문제

3.5A 5×6 영행렬에서 4개의 0을 1로 바꿔라. 단, 행공간의 차원을 가능한 한 작게 유지해야 한다.

또 열공간의 차원을 가능한 한 작게 만드는 모든 방법에 대해 설명하라. 그런 다음 영공간의 차원

을 가능한 한 작게 만드는 모든 방법에 대해 설명하라. 4가지 기본 부분공간의 차원의 합을 작게

만드는 방법은 무엇인가?

풀이

4개의 1이 동일한 행으로 들어갈 때 혹은 동일한 열로 들어갈 때 랭크는 1이 된다. 또한 1은 2개

의 행과 2개의 열로 들어갈 수도 있다(즉 41=4;j == @jj = 1). 열공간과 행공간은 항상 동일

한 차원을 가지므로, 이를 통해 처음 두 질문에 대한 답을 얻는다. 다시 말해 행공간의 차원과 열공

간의 차원의 최솟값은 1이다.

영공간은 랭크가 = 4일 때 가능한 한 가장 작은 차원 (6-4)=2를 갖는다. 랭크가 4이려면,

1은 4개의 서로 다른 행과 4개의 서로 다른 열로 들어가야 한다.

랭크의 합 + (-r)+r+(m-r) ="+에 대해서는 아무것도 할 수 없다. 어떤 식으로 배치

하든 상관없이 랭크의 합은 6+5=11이다. 랭크의 합은 행렬 안에 1이 없더라도 11이다. 행렬

A의 다른 모든 성분이 0 대신 1이라면, 답은 어떻게 바뀔까?

3.5B AB의 모든 행은 행렬 B의 행들의 선형결합이다. 따라서 AB의 행공간은 B의 행공간에 포함된

다(같을 수도 있다). 따라서 rank(AB) ≤ rank(B)이다.

AB의 모든 열은 행렬 A의 열들의 선형결합이다. 따라서 AB의 열공간은 A의 열공간에 포함된

다(같을 수도 있다). 따라서 rank(AB) ≤ rank(A)이다.

행렬 A에 가역행렬 B를 곱하면 랭크는 변하지 않는다. 행렬을 곱할 때 랭크는 증가할 수 없다.

또한 AB의 뒤에 B-'를 곱하면 랭크가 다시 증가할 수 없으므로, AB의 랭크가 A보다 감소할

수는 없다. [부록 A1]에서 행렬의 랭크에 관한 주요 사실을 정리한다.

3.5 연습문제

1. 다음 물음에 답하라.

(a) 7×9 행렬의 랭크가 5인 경우, 4가지 기본 부분공간의 차원은 어떻게 되는가? 또 4가지 기본

부분공간의 차원의 합은 무엇인가?

(b) 3×4 행렬의 랭크가 3인 경우, 열공간과 좌영공간은 무엇인가?
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2. 다음 행렬 A와 B에 관한 4가지 기본 부분공간의 기저와 차원을 구하라.

A=
[124]

[2 4 8
B=

1 2 4

2 5 8

3. 다음 행렬 A의 4가지 기본 부분공간의 기저를 구하라.

[0 1 2 3 4]

A=0 12 4 6

0 0 0 1 2

[100] 0 1 2 3 4]

110 0 0 0 1 2

|0 1 1]0 0 0 0 01

4. 다음 성질을 가진 행렬을 구성하거나, 구성이 불가능한 이유를 설명하라.

(a) 열공간은 을 포함한다. 행공간은 를 포함한다.

3

(b) 열공간은 기저벡터로 을 포함하고, 영공간은 기저벡터로 을 포함한다.

3

(c) (영공간의 차원)=1+(좌영공간의 차원)

(d) 영공간은 [3]을 포함하고, 열공간은 [3]을 포함한다.

(e) (행공간)= (열공간), (영공간)≠ (좌영공간)

5. V가 (1, 1, 1)과 (2, 1, 0)으로 생성된 부분공간일 때, V를 행공간으로 갖는 행렬 A를 구하라. 또

V를 영공간으로 갖는 행렬 B를 구하라.

6. 다음 두 행렬에 대해 소거를 이용하지 않고 4가지 기본 부분공간의 차원과 기저를 구하라.

[0 3 3 3]

A=0000.

10 1 0 1

B=4

5

7. 3X3 행렬 A가 가역행렬이라 하자. 행렬 A의 4가지 기본 부분공간의 기저를 구하라. 또한 3×6

행렬 B=[AA]의 4가지 기본 부분공간의 기저를 구하라.

8. 다음 행렬 A, B, C의 4가지 기본 부분공간의 차원을 구하라. 단, 는 항등행렬이고, 0은 3×2 행렬

이다.

A= [10]. B = |OT OT]. C = [0]
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9. 다양한 크기의 다음 행렬에 대해 어떤 부분공간이 동일한가? 또한 다음 세 행렬의 랭크 이 동일함

을 증명하라.

(a) [A)]와 [4] )와 [1

10.3×3 행렬의 성분이 0과 1 중에서 무작위로 선택되는 경우, 4가지 기본 부분공간의 차원으로 가장

가능성이 높은 차원은 무엇인가? 3×5 랜덤행렬인 경우에는 어떻게 될까?

, 다음

11. (중요한 문제) A는 랭크가 '인 X" 행렬이다. Ax=b의 해가 존재하지 않는다고 할 때물음에 답하라.

(a) m, "이 만족해야 하는 부등식을 모두 작성하라 (< 또는 <를 이용).

(b) ATy=0의 해로 = 0이 아닌 다른 해가 있음을 어떻게 알 수 있는가?

12. 벡터 (1, 0, 1), (1, 2, 0)을 행공간과 열공간의 기저벡터로 갖는 행렬을 구성하라. 이 벡터들이 행공

간과 공간의 기저벡터가 될 수 없는 이유는 무엇인가?

13. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(참이면 이유를 제시하고, 거짓이면 반례를 찾으라).

(a)=이면 행렬 A의 행공간은 열공간과 동일하다.

(b) 행렬 A와 - A는 동일한 4가지 기본 부분공간을 갖는다.

(c) 행렬 A와 B가 동일한 4가지 기본 부분공간을 갖는다면, A는 B의 상수배이다.

14. 계산 없이 다음 행렬 A의 4가지 기본 부분공간의 기저를 구하라.

[100] 1 2 3 4]

A=6100123

19810012

15. 행렬 A의 처음 두 행을 교환하면 4가지 기본 부분공간 중 무엇이 동일하게 유지되는가? 벡터

= (1, 2, 3, 4)가 행렬 A의 좌영공간에 있는 경우, 행 교환 후 새로운 행렬의 좌영공간에 있는 벡터

하나를 작성하라.

16. 벡터 = (1, 0, -1)이 행렬 A의 행이 될 수 없으며 행렬 A의 영공간에도 있을 수 없는 이유에

대해 설명하라.

17. 다음 행렬에 관한 R3 안의 4가지 기본 부분공간에 대해 설명하라.

[010]

A=001,

1 1 0

/+A=011

10 0 1
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18. (3×3 행렬에 대해) 틱택토(tic-tac-toe) 게임을 완성할 수 있는가(행렬 A에 5개의 1과 4개의 0이

있음)? 단, 마지막에 완성되는 행렬 A의 랭크는 2이고, 둘 중 어느 쪽도 승리하는 수를 포기하지

않는다.

19. (좌영공간) 다음과 같이 여분의 열 b를 추가하여 행렬 A를 기약행 사다리꼴로 축소하자.

[123]

[Ab]=45662

789b3

-

[1 2 3

0-3-6 b₁₂-4b₁

0 0 063-262+6.

행렬 A의 행들의 선형결합이 영행을 생성했다. 어떤 선형결합인가? (오른쪽에 있는 b-262+6,

확인한다). 어떤 벡터가 AT의 영공간에 있고 어떤 벡터가 A의 영공간에 있는가?

20. (인내를 요하는 문제) 행렬 A를 기약행 사다리꼴 R로 축소하는 행 연산에 대해 설명하라.

21. 행렬 A는 랭크 1 행렬의 합이다(A="UT+W2T). 다음 물음에 답하라.

(a) A의 열공간을 생성하는 벡터는 무엇인가?

(b) A의 행공간을 생성하는 벡터는 무엇인가?

(c) 랭크가 2보다 작기 위한 조건을 2가지 작성하라.

(d)=z=(1,0,0),v=w= (0, 0, 1)일 때, A를 구하고 이 행렬의 랭크를 구하라.

22. 열공간의 기저벡터가 (1, 2, 4), (2, 2, 1)이고, 행공간의 기저벡터가 (1,0), (1, 1)이 되는 행렬

A=MUT+WzT를 구하라. 그리고 A를 3×2 행렬과 2×2 행렬의 곱으로 나타내라.

23. 행렬을 직접 곱하지 않고, 다음 행렬 A의 행공간과 열공간의 기저를 구하라. 다음 행렬의 형태로부터

A가 비가역행렬임을 어떻게 알 수 있는가?

[30

A=45

[1 1
27

24. (중요한 문제) 벡터 4가 4가지 기본 부분공간 중 어느 공간에 있을 때, Ay=d의 해가 존재하는

가? 또 어떤 부분공간이 영벡터만 포함할 때, ATy=d가 유일한 해를 갖는가?

25. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(참이면 이유를 제시하고, 거짓이면 반례를 찾으라).

(a) A와 AT는 동일한 개수의 피벗을 갖는다.

(b) A와 AT는 동일한 좌영공간을 갖는다.

(C) A의 행공간이 열공간과 동일하면 AT=A이다.

(d) AT-4이면 A의 행공간은 열공간과 동일하다.
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26. a ≠ 0인 a, b, c에 대해 행렬 [20]의 랭크가 10이 되도록 하는 d를 찾으라. 그리고 행공간과 영공

간의 기저를 구하라. 또한 두 공간이 서로 직교함을 보여라.

도전문제

27. 다음과 같은 8x8 크기의 체커보드 행렬(checkerboard matrix) B와 체스 행렬(chess matrix) C

의 랭크를 구하라.

1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

B=10 10 10 10

.

n b q kb nr

PPP pppp

C=
. (4개의 영행)

. ppp P

rn b q k bnr0 1 0 1 0 1 0 1

r, n, b, g, k, p는 서로 다른 수이다. 행렬 B, C의 행공간과 좌영공간의 기저를 구하라. 또 C의

영공간의 기저를 구하라.

28. A="는 랭크가 1인 2x2 행렬이다. [그림 3.5]를 다시 그려서 4가지 기본 부분공간을 명확하게

나타내라. 만약 행렬 B가 동일한 4가지 기본 부분공간을 생성한다면, B는 A와 어떤 관계인가?

29. M은 3×3 행렬의 공간이다. 다음과 같이 M 안의 모든 행렬 X 앞에 A를 곱한다. 주어진 물음에

답하라.

1 0-1

1 1

0-1 1

(a) AX=0 을 만족하는 행렬이 되려면 X는 어떤 행렬이어야 하는가?

(b) 적당한 행렬 X를 고를 때, 어떤 행렬이 AX의 형태를 갖는가?

(a)를 통해 AX에 대한 영공간을 찾고, (b)를 통해 열공간을 찾으라. M의 영공간과 열공간의 차원

은 무엇인가? 두 차원을 더하면 왜 9가 되는가?

30. m× 행렬 A. B가 동일한 4가지 기본 부분공간을 갖는다고 가정하자. A, B가 모두 기약행사다

리꼴이면, F와 G는 반드시 동일해야 하는가?

A=1-65- B = [6]
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31. 다음 그래프에 대해 결합행렬을 구하고, 이 행렬의 랭크와 4가지 기본 부분공간에 있는 벡터 하나를

각각 구하라.

02 b6

ხე
23

bs

T21

bs

IA

32. (복습문제) 다음 물음에 답하라.

(a) N(AB) 또는 N(BA)가 N(A)에 포함되는가?

(b) C(AB) 또는 C(BA)가 C(A)에 포함되는가?

33. A는 mx 행렬이고 B는 MX" 행렬이며 T= = [43]이다. 다음 물음에 답하라.

(a) 세 행렬 A. B. T의 영공간 사이의 관계를 설명하라.

(b) 세 행렬 A. B. T의 행공간 사이의 관계를 설명하라.

34. A는 mxn 행렬이다. A와 W= [AA]의 4가지 기본 부분공간에 대해 설명하라.

A와 B는 "X" 행렬이다. rank =rank[AB)는 항상 참인가?

3장에 대한 고찰 : 소거의 큰 그림

여기서는 A가 R로 축소될 때의 소거를 벡터 수준과 부분공간 수준에서 설명한다. 각 단계들은

이미 알고 있으므로 반복해 설명하지 않겠다. 소거는 첫 번째 피벗에서 시작한다. 한번에 열을

왼쪽에서 오른쪽으로, 한번에 행을 위쪽에서 아래쪽으로 이동하면 U가 된다. 계속 위쪽으로 소

거하면 RO와 R을 얻는다. 소거는 다음 2가지 질문에 대한 답을 제공한다.

Q1. 행렬의 해당 열은 이전 열들의 선형결합인가?

열에 피벗이 포함된 경우 답은 '그렇지 않다'이다. 피벗 열은 이전 열들과 '선형독립'이다. 4열에

피벗이 없는 경우, 이 열은 1열, 2열, 3열의 선형결합이다.

3장. 4가지 기본 부분공간
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Q2. 행렬의 해당 행은 이전 행들의 선형결합인가?

행에 피벗이 포함된 경우 답은 '그렇지 않다'이다. 피벗 행은 이전 행들과 선형독립이며, 피벗 행

의 0이 아닌 첫 번째 성분은 /로부터 1이다. R에서 성분이 모두 0인 행은 선형독립이 아니다.

이러한 영행들은 R에서 사라진다. 이제 행렬은 rx" 행렬이다.

행렬의 소거 과정을 거치면서 ql과 q2에 대한 답을 구할 수 있다. 소거 과정은 행에 적용하지만,

그 결과는 열에 대한 정보도 준다. R의 항등행렬은 행렬 A의 처음 개의 선형독립인 열을 찾는

다. 그런 다음 R의 자유 열 F는 행렬 A의 선형종속인 열을 생성하는 선형독립인 열들의 선형결

합을 알려준다. A=CR 분해를 보지 않고는 이 사실을 놓치기 쉽다.

R은 Az=0에 대한 특별해를 알려준다. 행렬 A로부터 다양한 행 교환과 소거 과정을 통해

R에 도달할 수 있지만, 항상 동일한 R로 끝나다(왜냐하면 특별해는 행렬 A에 의해 완전히 결

정되기 때문이다. 이와 관련한 공식은 3.2절 연습문제 앞에 있다). R은 다음과 같이 3가지 기본

부분공간에 대한 '기저'를 드러낸다.

•A의 열공간: R에서 피벗을 생성하는 행렬 A의 개의 열을 선택한다.

A의 행공간: R의 개의 행을 기저벡터로 선택한다.

. 한다.

좌영공간 N (AT)의 경우, 소거 단계 EA= RO를 살펴본다. R의 마지막 (-)개의 행은 영

행이다. E의 마지막 (m-r)개의 행은 좌영공간의 기저를 형성한다. 첨가행렬 [A]를

[RE]로 축소하면, 행렬 E는 소거하지 않으면 손실될 수 있는 소거에 대한 기록을 유지한다.

행렬 C. B를 고정시킨다고 가정해보자(각각 크기가 mxr, rx"이고, 랭크는 모두 이다).

가역인 임의의 rxr 혼합행렬(mixing matrix) M을 선택한다. 모든 행렬 CMB는 동일한 4가지

기본 부분공간을 갖는다.

[참고 이 책은 소거의 결과를 행렬 형식 A=CR=C[IF]P로 표현한 최초의 책이다. 소거를 통해

C. F. P와 A=[CCF] P가 드러난다.

A= [(C의 선형독립인 열) (CF의 선형종속인 열)]은 열을 교환한다.

3장에 대한 고찰: 소거의 큰 그림 -

.

205



mxn 행렬 A의 행 연산에 대한 복습

행연산은 다음과 같다.

다른 행에서 한 행의 상수배를 뺀다.

2 두 행을 서로 교환한다.

④ 행에 0이 아닌 상수를 곱한다.

중요한 점은 이러한 행 연산이 다음과 같이 가역적이라는 것이다.

● 한 행의 상수배를 다른 행에 다시 더한다.

2 두 행을 다시 교환한다.

② 행을 0이 아닌 상수로 나눈다.

행 연산에 따른 결과는 'mxm 가역행렬 E를 행렬 A 앞에 곱하는 것'과 같다.

영공간은 E를 곱한다고 해서 바뀌지 않는다(Ar=0⇒EAx=0⇒ Ar=0). A와 EA의

행은 서로 다르지만, 행공간과 영공간은 동일하다.

기약행 사다리꼴 E는 EA=RO =[68] P=rref(A)를 생성할 수 있음

항등행렬 는 rxr 행렬, F는 rx(n-1) 행렬이고, P는 "개의 열을 올바른 순서로 배치한다.

분해 A=CR=[처음 개의 선형독립인 열][/F]Pr

A=[CCF]P= [(선형독립인 열) (선형종속인 열)]은 열의 순서를 재배치함

행렬 A의 영공간 F의 각 열은 Az=0에 대한 (-)개의 '특별해' 중 하나로 이어짐

-F의 k개열(rx(n-1))

특별해 SA = PT
[+1의 개열 ((n-1)x(n-1))]

치환행렬 PT는 해 SK의 2개의 성분을 올바른 순서로 배치한다.

EP=/이고 랭크가 = 3일 때, Az=0.Rz=0에 대한 특별해는 s이다.

1 0 0 3]

R=0104

10 0 1 5]

. S₁ Rs=0, As = CRS = 0
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