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선형대수학은 벡터 v2} 행렬 Aol] 관한 학문 이다. 행 렬과 벡터 는 ( 서 로 의 크 기 (5126) 가 같을 때)

더 하거나 빼거나 곱할 수 있는 기본 객체 이다. 먼저 다음과 같은 벡터 v= , = 2, v2 = 4 의 2 가

지 성 분으로 구성된 2 차 원 벡터 이다. 또한 벡터 we 2 차원 벡터 이다. 따라서 다음과 같이 두 벡

Ev, we 더할 수 있다.

i PO 12 20 1 00010)

[리키 w= [R= GE] = e+e = [기
두 벡터 와 w 의 MAE linear combination) 임 의 의 수 <, dol] 대해 cu+ dw 형태로 표현된

다. 예를 들어 다음과 같다.

임의의 수 <, doy 대해 선형결합 | | + | 1 | = | < 30 | 는 28 - 평 면을 채운다.

앞서 살펴본 벡터 w 2} 길 이 16091) 는 14 = fw? + 103 = ᅲ 1?+3? = 10 이다. 또한 두 wl

터 와 20 의 내 적 (00 product) v + w=v,w, + vw, - 2 ᆞ 1+4 ᆞ 3 ᄏ = 14 이 다. 1.2 절에서는

8 ᆞ 《0 가 두 벡터의 사잇 각을 나타낸다는 내용에 대해 다룬다.

1.3 절에서는 HA(matrix)S 소개 한 다. 다음과 같은 행렬 AE 두 열 벡터 (0014070 vector)S 포함한

다. 각 벡터에는 두 개의 성분이 있으므로 행렬 AL 2x2 행렬 이다.

4 = [8 w)= |,
4 3

행렬에 벡터 를 곱하면 행렬 의 열들의 선 형 결합 60+ 0% 를 얻는다.

all [i allal= [eet aal=@ +m

( 임의의 수 <, dol 대한) 모든 선형결합 4] 는 행렬 의 열공 간 (60401 space)S 생 성한다

여기서 BBS 원점을 지나는 평 면 이다.

다음과 같이 세 벡터로 구성된 새로운 행렬 BE 3 개의 Av, w, 2B 갖는다. 여기서 2 는 와

% 의 선형 결 합 이다. 따라서 행렬 BY] 열공간 은 여전히 7&- 평면 이다. 두 벡터 ve} wk 선형독립

(linear 1706060060" 이 다. 하지만 세 벡터 ov, w, z= 선 형 종 속 (1068「 dependent)o|t}, 즉 다음

과 같이 8, 10, 2 선형 결합으로 영 벡 터 를 생성 할 수 있다.

1 40700

최종 BEL (AE AB 7 열 )= (행렬 .4) × (행렬 의 / 열 ) 임을 이해하는 것이다.

1

1

다기

20523B=) w =|? 33 ace <A
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1.1 벡터와 선 형결합

1. 20 -30 는 두 벡터 v2} 의 선형 결 합 이다.

3. 모든 실수, dol 다한 선형결합 | | ᅮ ᄋ | _ 2] 은 = - 평면을 채운다. 즉 이 선형결합은
모든 벡터 |”| 를 생성 한다.

1 0

4. 모든 실수 6, do] 대한 선 형결합 <|1|+ 0 | 이 는 28*- 공간 안에서 AAS 지나는 평면
1 2 4

을 채운다. 이때 벡터 |2| 은 이 평면 위에 없다.
3

미 분적분학 은 수 와 함수 /(2) 로 시작한 다. 선형 대수학은 두 벡터 0, wt 그 선형 결합

cot dw 시작한 다. 즉 선형대수학은 2 개 또는 그 이상의 (아마도 굉장히 많은) AMS 다룬다.

그러나 두 벡터 v, 의 선형결합은 다음과 같이 단 3 가지 기본 연산으로 구축 된다.

벡터 ? 에 수 곱하기 3o=3[7|= | 이

위의 2 가지 연산은 다음과 같이 하나의 선형결합 cot dw 나타낼 수 있다.

며미티 1 기 이
이러한 선형 결합에 대한 아이디어 를 통해 다 음과 같은 가지 중요한 질문을 생각할 수 있다.

@ 모든 선 형결합 6 ᄋ + dwoll 대해 설명할 수 있는가? 이 선형결합은 평면이나 직선을 채우 는 가?

특정 선형 결합 60+000=| 기 을 만드는 수 co dB 찾을 수 있는가?

1.1 절에서는 이 질문에 대한 답을 찾는다. 그러나 선형대수학은 3 차 원에서 단지 2 개의 벡터를

루는 문제로 제한 되지 않는다. 따라서 문제는 더 커 지고 (더 많은 차원) 더 어 려워 질 수 있다 (더

많은 벡터). 앞으로는 : 개의 성분 대신 mA] 성분을 가진 벡터를 살펴볼 것이다. 또한 2 개의

벡터 대신 // 개의 벡터 vy, wy, ..., 0, 을 다룰 것이다.
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mA 공간 에서 / 개의 WEES 다음과 같이 mx n 행렬의 열로 사 용 된다.

개의 행

개의 열 A=

mxn 행렬

이제는 행렬 AS 이용해 앞서 살펴본 2 가지 BES 다시 살펴보 자. 그다음 m= 2, 4 = 221 경

@ 열들의 모든 선 형 결합 42= xy, +2,+ ... ᅮ + 수 ,0, 에 대해 설 명 할 수 있는가?

@ 구하고자 하는 출력 벡터 47= 를 생성하는수 zy zy) TS 찾을 수 있는가?

선 형 결합 cv + dw

2 차원 공간의 벡터 y= 3 개의 AWS 갖는다. 두 벡터 v9} - 를 그리기 위해 다음과 같이 qa

터 에서 시작하 는 화살표를 사 용한 다.

(모든 수 col] 대해) 벡터 00 는 2&- 네비 AS 만 는다. 만약 벡터 w7} 이 직선 위에 없다면

목 선형결합 co+ dws 평면 전체 를 채

우는 것이다. 벡터 # 로 만든 AAT} 벡터 % 로 We 직선 위의 벡터들의 선형 결 합 은 평면 위의

모든 점을 생성 한다.

다음은 4 가지 선형 결 합의 예이 다. 이외에도 벡터 앞의 숫자로 임의 의 수 <, dH 선택할 수 있다.

10 + 120 = ( 벡터 의 합 )

18 - 180 = ( 벡터의 차)

Ov + 020 = ( 영 벡터)

08+ 020 = (0 방향 의 HE] cv)
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보통 선형 대수학에서는 그림 으로 이해해야 할지, 혹은 계산으로 풀어야 할지를 선택할수 있다.

그림으로 이해하는 경 우 는 8 + 와 w+ vB 시작할수 있다 ( 참고로 두 벡 터는 동일 하다). 또 다

른 중요한 벡터는 0 - 로, 이 벡터 는 에서 2 의 반대방향으로 이동 한다. 이 책의 [지은이 머리

HOV 평면을 채우는 선형결합을 나타낸 여러 가지 그림을 제시 했다. 특정 벡터 co + aw = |B

에 대해 <, dS 구하고자 한다면 이 문제는 다음과 같이 2 가지 방법으로 나타낼 수 있다.

@ 다음 연 립 방 정 식 을 풀어 라 .

위 문제의 해를 구하는 방 법은 간단 하다. 어떤 방 정 식 에 0 이 아닌 수를 곱하 거나, 한 방정 식에서

른 방정 식 을 빼면 된다. 여기서 핵 심 은 방정 식 의 좌변에 0 을 만드는 것이다.

그 ×(@ 의 첫 번째 방정 식 ) 은 6+ 0 = 4 이 다.
2c+2d=8

(@ 의 두 번째 AA c+ d= SS 0c-2d =—2

그러면 c7} 소거 된다.

위에서 얻은두 번째 방정식 Oc — 3 에 따라 2 = 1 이 다. 이를 Al 번째 BPA] 2c + 2d = 8 에

대 입 하면 ᄋ = 3 이 다. c= 3, 4 ᄏ = 1 을 이용해 선형결합으로 나타내면 다음과 같다.

sf]o[-a}- [2]. 8 eae yee [Tt] (2

열 방법, 행 방법, 행렬 방법

( 선 형 결 합 ) Vo We by

행 방법 210 20104 = 0,

(c, dO] 대한 두 방정식) 2607 Wod = by

행렬 방법 ig ‘ 이 이
(2 × 2 행렬) 20 Wo} ld] ~ 06

1.1 벡 터 와 선 형 결합 ᅳ



만약 두 벡터 y, wk 영벡터 가 동일한 직선 위에 있지 않다면 정확히 하나의 해만 존재 한다. 이

경우두 벡터 oh / 의 선형 결 합 은 2/- 평면을 채우고, 벡터 vst wes ' 선형독립 ' 이 다. 이매 2x2

행렬 4 = [0 101 의 ' 역행렬은 존재 ' 한 다.

소거법이 실 패 할 수 있는가?

해를 구하기 위한 소거법은 주어진 방정식 의 해가 존재하지 않는 경우에만 실패하게 된다. 이러한

경 우는 두 벡터 vst w7t 원점 (0, 0) 을 지나는 동일한 직선 위에있을 때 발생한 다. 이때두 벡터

는 선형독립 이 아니다. 또한 벡터 v, 《 와 두 벡터 의 모든 선형결합은 동일한 직선 위에 있다.

만약 벡터 《 가 이 직선 위에 없다면 방정식 cot dw = 의 해는 존재하지 않는다.

다음과 같이 벡터와 연립방정식 이 주어져 있다고 하자.

{기 기에 도 ee lc+3d=1

a BF 사견 BE Oe 가 20+60= 0

위 연 립 방정 식 은 풀 수 없다. 두 번째 방정 식에서 2 를 제거하기 위해, A 번째 방정식에 2 를

곱한 다. 그다음두 번째 방정식 26+ 6d = 0 에서 2c + 6d = 2 를 Wir}, 계산 결과는 0 =— 2 이

므로, 이는 불가능 하다. < 만 소거하려고 했는데 @ 까지 소거되었기 때문이 다.

두 벡터 와 % 가 동일한 직선 위에 있으면 2 와 의 선형결합은 BAS 채우는 것이 아니라

AAS 채운다. 만약 벡터 0 가 이 직선 위에 없다면두 벡터 와 2 의 어떤 선형결합도 5

같을 수 없다. 이때 w= eae 두 eu 이새 we ee ae

2 개의 방정식
cutdw=b

2 개의 미지수 CV, + dw = by

두 벡터 # 와 가 동일한 직선 위에 있지 않으면, 선형 결합 cot dw ay-BAS 채운다.

다음은 소거법을 적 용하기 어려워 보이는 중요한 방정 식 의 예 이 다. 그러나 일련의 과정 을 통해

BAS 쉽게 해결하고 소거 법 을 계속 진행할 수 있다.

— 14, 벡터와 행렬



0 21 [2 0+ 2d =2
elt]+4[3]= [7] 그 gk ayiay

첫 번째 방정식에 00] 있어서 AAS 적용하기 어려워 보인다. 그러나 두 방정식의 순서를 바

FA 다음과 같이 <, dS 구할 수 있다.

c+3d=7

3 차원 벡터

두 벡터 v9} 가 2 개가 아닌 3 개의 ABS 갖는다고 가정 하자. 이제 두 벡터 v9} wiz 3 차원

공간의 벡터 이 다 (3 차 원 공간은 RIC 표기 한다). 벡터 v9} wi 영 벡터에서 시작하 여 공간 위의

점으로 가는 화살표로 생각한 다. 벡터 v9} wo] 선형결합은 다음과 같다.

2 1 3 2c+d

v=]3], w= |{1], vtw=]4|, cut+dw=|3c+d

1 0 at c+0

그러나 앞서 살펴본 2 차원의 경우와 차이점이 있다. 벡터 0 와 w 2] 선형 결합이 3 차원 공간 전체

를 채우지 않는다. 벡 터 가 2 개뿐인 경우, 벡터의 선형결합은 기껏해야 2 차 원 BAS 채울 수 있

다. 이는 선형종속인 경우가 아니라 단지 벡터가 충분하지 않은 것일 뿐이다.

벡터들의 선형결합 이 3 차 원 공간을 채우려면 선형독립 인 세 벡 터 가 필요 하다. 다음은 선형독립 인

세 벡터의 가장 간단한 예이 다.

1 0 0

2=10|, g= J1l, R= JO], ct +djt+ek=

0 0 1

6

ᆞ (1)
e

벡터 i, 7, RE 3 차원 SERV 2, y, 2% 위에 놓인다. 임의의 벡터 ve 다음과 같이 세

벡터 i, 7, & 의 선형 결 합으로 쉽게 나타낼 수 있다.

01

v3

1 21

26 = 020

위와 같은행렬이 3 × 3 항등 행렬! 2 이 다. 모든 벡터에 항등행렬 / 를 곱하면 벡터는 변하지 않는

1 0.0

행렬 형태 : 10 1 0

0071

1 (편집자) 주대각성 분 이 모두 1 이고 그 외의 성 분은 모두 0 인 행 렬 을 항 등행 렬이라 한다.
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다. BE 벡터 vo] 대해 /4= ? 이 므로, 항등행 렬 se 숫자 1 의 역할을 한다.

한편, 2 차원 벡터 v9} 3 차원 벡터 wo] 선형결합은 얻을 수 없다는 점에 유의해야 한다. 왜냐하면

차원 벡터 v9} 3 차원 벡터 we 같은 공간에 있지 않기 때문이 다.

평면인지 어떻게 알 수 있을까?

vt 가 각각 3 개의 성분을 가진 영 벡 터 가 아닌 벡 터 라 가정 하자. 두 벡 터 가 선형 독립이라 가정

하면 이들은 서로 다른 방향을 가리 킨 다 ( 즉 wt cv7} 아니다). 그러면 두

BS 3 차원 공간 내부의 BAS 채운다. 두 벡터 v9} wl] 선형 결합 이 BAS 만든다는 것을 알

수 있는 방법은 다음과 같다.

r
e

임의 의 두 선형결합 c+ dw} Co+ Dw 살펴보 자. 두 벡터의 SAS 4 = 긍 (0+ Ch

+ 공 (2+ 2)4 이며 , 이는 두 벡터 ? 와 《 의 또 다른 선형결합 이다. 따라서 이 표면은 ' 표면

위에 있는 임의의 두 점의 SAS 표면 위의 | 다른 점 《 이다라는 평면의 기본 yas

만족 한다. 즉 이 표면은 평 면이어야 한다.

이 추론 이 완벽하지않을 수도 있다. 단지 평면의 성 질 에 대한 직 관 에 의 존했기 때문이 다.

이와 관련한 또 다른 증명은 1.2 절에서확인해 보자.

1.1 연습문제

=

시작하자 . mS 소 거함으로써 2, b, <, d7} B= 포함된 하나 의 a!

0 이 아니라고 가정 한다.

2. 점 (0, 0) 에서 점 (5, 0) 으 로, 점 (5, 0) 에서 점 (0, 12)2, 점 (0, 19) 에서 점 (0, 0) 으로 돌 아가면서

삼각형 주위를 돌 때 만들 어 지는 세 벡터 a, v, wS 구하라. 그리고 ut+y+w} 각 벡터의 길이

굴 그 송

lll 121, 1201 를 구하라. 참고로 벡터 = (4, 76) 의 길이 MBS |" = 2 + 72 이 다.

26 _ 12}, 벡터와 행렬
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11.

두 벡터 y= He w= [elet vt+w, o—wS 28- 평 면 위에 그려라.

v= Pom w= Ae 때, 3u+w2t cot+dwS 구하라.

2

w= [a 때, 4 +8+10 와 2ut+2v+wS 구하라. 4, v, w7t ot
1

나의 평면 위에 있다는 것은 어떻게알 수 있는가? 사실 #=6 ᄋ 4 ᅲ +4/ 이면 이 세 벡터는 하나의 평면

위에 있음을 알 수 있다. 이때 <, dH 구하라

벡터 v= (1, —2, 1) 과 4= (0, 1, -1) 에 대해 모든 선 형 결합 cvt+dw2| SES 합이 0 이 되Cc
=

는 OFE vt w2| 성분들의 합이 각각 00] 되기 때문이 다.
=

구

Q < + Q S ᅵ 지 @

|

0 으 Au
ll

ri
r

2 0
0

zy-BH 위에 다음 9 가지의 선형결 합을 모두 나타내라 .

| 0=0, 1, 2 0=0, 1, 3
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평 행 사변 형 의 세 꼭짓점의 좌 표 가 (1,1), (4, 2), (1, 3) 일 때, 네 번째 꼭짓 점으로 가능한 3 가지 점

의 FHS 구하라. 또한 각 경 우 에 가능한 3 개의 평 행 사변 형 을 그려라.
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※ [문제 12~15]= [그림 1.11 의 정육면체와 시계 위의 특별한 벡 터에 관한 문제이다

2:00

1 ( 착시 에 주의) 점 (0,0,0)S
| 가장 위에 있는가? 아니면

er * 가장 아래 에 있는가?

[그림 1.1] 2, 7, RE 만들어진 정육면체와 12 개 의 시계 벡터 : (모든 벡터의 길이) =

12. 점 (0,0,0), (1. 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 은 [그림 1,1]2|점 정육면 체의 네 꼭짓점 이다. 나머지 네 꼭

짓점의 좌 표는 무엇 인가? 또한 정육면체의 중 심 점의 HES 구하고, 여섯 면 의 중심점의 SHES 각

13. 느는 ryz SUA ?=(1, 0, 0) 와 ?7+ 7= (1, 1, 0) 의 모든 선형결 합이 있는 WAS 어디에

[?

14. 다음 물음에 답하라 .

(a) 시 계 의 중심에서 1 시 , 3 시 , ..., 18 시까지 가는 12 개 벡 터의 SF VE 무엇 인가?

(6) 2A] 벡터가 제거되면 나머지 11 개 시계 벡 터 의 합은 왜 8 시 벡터가 되는가?

(0) 2A] 벡 터 의 성 분은 v=(cosG, 92 ᄆ 0) 인 가? 이때 a= 무엇 인가?

15. 12 개 의 벡 터 가 중심 (0, 0) 이 아닌 하단 의 6 시 부터 시 작한다고 가정 하자. 13 시 로 향하는 벡터는

(0, 2) 로 2 배가 된다. 새로운 12 개 벡터의 합은 무엇이 되는가?

16. 선형 결합 0+00+6 ᄋ 0 가 직선 하니만을 채우는 경 우의 세 벡터 &, , 를 그려라. 또한 선형경합Tar 그 토그
그

cutdutew7| 평면 하나만을 채우는 경우의 세 벡터 u,v, wS 3 차원 공간 에서 찾으 라

a Ue 기이 - als17, 어떤 선형결합 [}] +a] Fol | 이을 만드는가? 이 질문을 <, ve 구하는
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※ [문제 18~19]= 두 벡터 0, 7 의 선형결합에 관한 문제이 다 ([ 그림 1.2(3)] 참고).

(a) [문제 18^~~19] 에 관한 평면 (6) [문제 20~~23] 에 관한 3 차원 공간

[그림 1.2] [문제 18~~23] 에 관한 그림

1 1 1 Ae ea 000
+wQ| ABE 표ᄉ2 Get ge vt+w2| 좌 표 를 표 시 하

형 결합 cotdws 나타내는 직선을 그려라.

18. [그림 12(8)| 는이 그 보여준다. 그림 위에 굿 0+

a a + 도 a w
e L
o

r
n

r
e

19. O<c<1, O<d<19l AMA 모든 MAAS cot+dwS 색칠 하여 나타내 라 . 또한 ¢>=0,

ᄆ

|

0 = 0 인 SAA 모든 MAAS cot+dw7t 만드는 원 뿔 (6006) SS 그려라.

※ [문제 20~~23] 은 3 차원 공 간 에서 벡터 %, ?, 를 다루는 문 제 이 다 ([ 그림 1.2(6)] 참고).'

20. [그림 1.206)] 위에 ut o+ —w2t

선형결합 cut+dvtew7} [그림 1.2(6)] 의

점선으로 만들어진 삼각형을 채울 수 있는가? 참고 로삼각형을 채우기 위한 하 나 의 조 건은 < > 0,

@ > 0, 6 = 0 이다

21. [그림 1.2(6)] 의 삼 각 형 의 세 AMES v—u, w—v, u—wOlCt, 이 들 의 SS 무엇 인가? 벡 터 의 머리부

료

22. <=>0, = 0, 그 0 이고 +0+6 으 1 일 때, 선형결합 cutdyt+ewS 만든 피라미드 를 음영 처리

하여 나 타내라 . 그리고 긍 04+0+) 를 이 피라미 드 의 안쪽 또는바깥쪽에 표시 하라.

23. 세 벡터 u, v, 의 모든 선형결 합을 삼펴 봤을 때, & + ᅲᄋ @0 ᅮ + 6@% 로 만들어지지 않는 벡 터 가 있는가?

2
앞의 질 문 에 대한 답과 다른 결과를 얻 으려면 wu, v, w7t 어떤 AAS 만족 해야 하는가?
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도전문제

24. 모서 리 의 길이가 2 인 정 육 면체 는 4 차원 공간에서 몇 개의 꼭짓점 (41, £1, +1, +1) 을 갖는가 ?

부 피 는 얼 마 인가? 31 HS 몇 개인가 ? 모서리는 몇 개인 가? 모서리 하나를 직접 찾으라 .
|

25. 벡터 b= (0, 1) 을 생성하는 세 벡터 w= (1, 3), o= (2,7), w=(1,5)91 서로 다른두 선형결합을

x찾 으라 .

(조금 까다로운 문제) 평면에서 임의의 세 벡터 u,v, 를 취 하 면 벡터 ᄒ = (0, 1) 을 생성 하는 서로

다른 두 선형 결 합 이 항상 존 재 하는가?

26. v=(a,b), w=(c,d)2| 선형결 합 이 항상 평 면 을 생성 하는 AS 무엇 인가? 선형결합u i=) oO

cutdv+ewt fz7t 4 차원 공간의 모든 벡터를 생성 할 A 있도록 4 개의 0 이 아닌 NHS 갖는 47}

의 벡터 4, v, w, 2B 찾으라 .

27. cut+dvt+ew=bS 만족 하는 <, d, eS 구하는 3 개의 방 정 식 을 작 성 하라. 이 AIS 행렬방정식

=62| 형 태 로 나 타내라 . 4, v, w, b7t 다음 과 같이 주어질 때, 주어진 방정 식 을 a
= he

02, eS 구할 수 있는가?

1.2 내적으로부터 의 길이와 각+

1. v= BE: w= RE YAS ve w=1-44+2-6=44+12 =16 이 다.

v= (1, 3, 2) 의 길이 ARS vs 8 = 1+9+4= 14 이 고, 길 이 는 ||0|| = /14 이다.

. 40= (01, 3, 2) 는 4= (4, - 4, 4) 와 수직 이다. 왜냐하면 ^ * w= 0 이기때문이 다.

1 - 니이 40 느 45°o] a = :o= [o> = |1] 의 사잇가 0 는 46* 이 므로 cosa= ew - aan
5. 모든 Z 0 에 대해 |cosd| < 1 이 다. 모든 벡 터 에 대해 다음이 성 립 한다.

@ 슈바르츠 부등식 (60782 inequality) : |v + w| = |? |

은
 

©
 P

N

@ 82t4SAl(triangle inequality) : Ilo + wll < 11 + | |
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의 가장 유용한 곱셈은 내적 2 ᆞ 《 이 다. 먼저 Z 벡터 의 Al 번째 성

분들을 곱하는 2,0, 과 두 번째 성분들을 곱하는 />《0; 를 계산 한다. 그다음 이들을 더하여 0* w

벡터 y= 시화 u=|" IE 내적은 2 ᆞ w= vw, +0,w,lth (1)

nA 성분을 갖는 벡터 vo, 《0 가 / 차원 공간에 있을 때 내적 은 다음과 같다.

내적 ᄋ ᆞ 는 벡터 2 의 길이 제곱 Moll? = + ... + 0@3 이 다. 2 차 원에서 이 식은 직각삼각형

에 대한 피타고라스 정리 a? +0? = ca} 같다. 두변은 a? = 과 6” = 에 해당 하고, 직각삼각

Bo] 빗변 길이의 제 곱 은 loll? = 02 + =a? + #" 이 다.

/ 자원에 도달 하기 위해 한 Hol] 하나 의 차 원 을 추가할 수 있다. [그림 1.3] 은 2 차 원에 서 의 벡터

v= (1, 2) 와 3 차 원 에서의 벡터 w = (1, 2, 3) 을 보여준다. [그림 1.3] 의 오른쪽 그림에 있는 직

각삼각형은 (1, 2, 0 ) 과 (0, 0, 3) 을 꼭짓점으로 갖는다. 이 두 벡터를 합치면 w7} 된다. A 번째

변은 2%- 평면 위에 있고, 두 번째 변은 축을 따라 올라간다. 빗 변이 w= (1, 2, 3) 인 이 삼각형

의 경우, 피타고라스 정리 +P =cS (1"+ 2?) + 3* = 14 = || 20 ||? 이 된다.

vt

(0, 2) (1, 2) 의 길 이는 /5 모시고 (1, 2, 3) 의 Boje /14

viv=u+03

+ 5=1742?

------5 (1, 2, 0) 의 Bole V5

[그림 1.3] 평 면 에서 의 길 이는 Jo- v=V5, 3 차원 공간 에서 의 Bole /4&* ᆞ 14 = ᅲ 14

4 차원 벡터 (v1, v9, V3, 04) 의 길이는 fot + 8 ᄋ 8 ᄒ + ᄒ 8 ᅮ ; 이 다. 그러므로 벡터 (1, 1, 1, 1) 의 길

이는 /1"+1”+ 1” + 1“ = 3 이 다. 이는 4 차원 공 간 에서 정 육 면 체 를 통 과하는대각선의 길이이

다. 차원 공간에 서 의 대각선의 길 이는 Jn 이다.
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길이가 1 인 벡터를 단 위 벡터 (40 vector)z} 한다. 벡터 oS Ilo ll 나누면 단위 벡 터 가 된다.2

단위벡터 19} 길이는 | || = 1 이 다. 만약 벡터 2 0 이면 w= ᅲᅮ 는 단위벡터 이다.

GIG) ~ 축 위에 있는 표준단위벡 터 (9010310 unit /600) 는 로 표기한 다. 2&- 평면 위에

서 cSt} 각 OS 이루는 단위벡 터는 (6080, 9100) 이 다. 즉 다음 이 성 립 한다.

단위벡터 i= [J] 과 w= [C088 | oh 매해 1 ᆞ &=0 ᄋ 050 이 다.

u* u=cos’6+ sin?6= aimee u = (cos6, sind) ea |

4 차 원 공 간에서 단위 벡 터 의 한 예 는 4 =| 극 , 4, 극 , ete 혹은 벡터 y= (1, 5, 5, 7) 로시

작해 생각해볼 수도 있다. 이 BS |v ||? = 1+ 25+ 254 49 = 100 이 다. 따라서 벡터 v2] 길이

는 10 이 고 w= 2 는 단위 벡 터 이다.

' 단 위 (4010' 라는 SHS 측정값이 항상 '1' 과 같음을 의미 한다. 예를 들어 단위 가 격 (401 price)e

한 품목 에 대한 가격 이다. 단 WaAl(unit 0066) 의 모서리 길 이 는 1 이 다. 단 위원 (021 0006) 은

반 지 름이 1 인 원 이다. 이제 ace 길 이가 19S 알 수 있다.

두 벡터 2 와 24 의 사잇 각 이 90* 라 가정 하자. 60690? = 0 이 다. 이 결과로 수직인 벡터에 관한

유용한 BOY vs 80 = 0 을 얻는다.

수직인 벡터 2, weve w=02 만 족 한다.

그러면 뜨기 이은 e

이를 통해 다시 각 90°9 길이 a +H =e 연결해 생각할 수 있다. 2 수직인 벡터
(vs w=0=w **2// 의 경우 다 음과 같이 쉽게 계산할수 있다.

a ᆞ => ᆞ 고

lot wl? =@+w) + OFW)=o¢ vt9+ wtwe vty y=lly/2+ Iw? 이

위 식에서 두 항 0 ᆞ 0 와 4 + OS 0 이 다. 마찬가지로 Ilo — wll? = | [| + Ie [Pas 성 립 한다.
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G92) We v= (1, 1) 은 ~ 축과각 45°S 이룬다. 벡터 w= (1, —1)-2 cea} 각 - 45°

를 이룬다. 벡터 vo + we (2, 0) 이 고, 9 - 0 는 (0, 2) 이 다. 두 벡터 v2} 20 의사잇각은 90?

이다. 내 적은 0 * w= 1 ᅳ 1 ᄏ 0 이 다. 따라서 두 벡터 8, 로 이루어진 직각삼각형 의 변의

A= lol? = 2, lw |? = 2 이 고, llo— wll? = llo+ wl? = 4 이 다.

Gas) 두 벡터 7 = (4, 2) 와 w= (-1, 2) 의 WAS 0 이 다.

내 적 이 0 | : 5 |

투 백 터 는 수직) - 121" | 01 ? (내 1 제

점 x= -100 의 윈쪽 ) 에 4 의 가 중치 를, 점 = 200 의 오른쪽 ) 에 29] 가 중치를 두자. SL

시소처럼중심에서 균형을 잡는다. 두 벡터 v, 의 내 적이 4 ᆞ (-1)+3 ᆞ 2= 0 이므로 가

중치에 의해 균형을 이룬다.

이 결과는 공학과 과학의 전형적인 예이 다. 가중치 벡터는 (/0,, wy) = (4, 3) 이 다. SALE

부터의 거리 벡터는 (v,, 0, ) = (- 1, 2) 이 다. 가 중치와 거리를 곱한 70,, 과 yyy WE!

를 제 공 한다. 시소의 균형 을 맞추기 위한 방 정 식은 we v= 20101 + wove = 0 이 다.

0394) ae v= (1, 0) 과 < = (0080, sind)E v ᆞ = 0056 를 만족한 다. 이제 내

적을 벡터 의 사잇각과 연결해 생 각 해 보자. 단위 벡 터 에 대한 각 G9] 코사인 공식은 쉽게 기억

할 수 있다.

Ilo || = 이고 | | = 191 AS, 두 벡터 와 4 의 사 잇각 0 는 60 ᄒ 0 = 0 * 4 를 만족 한다.

수학에서 OF 항상 특별한 수 이 다 . 두 벡 터 의 내적이 0 인 경우, 이 두 벡 터 는수직임을 의미

fo)21 두 벡터의 사잇각 은 90* 이 다. 수직 인 벡터의 가장 명확한 예는 < 축 위의 벡터

i= (1, 0) 과 》축 위의 벡터 ) = (0, 1) 이 다.
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[그림 1.4] (3: 는 죄표벡터 £9} ) 이 다. 단위 벡터 / 는 v= (1, 1) 을 길이 101 = /2 로 나눈 것이다. (b= 단우벡
터 4= (0050, sin@)Q} 벡터 의사잇각이 6 임을 보여준다.

다내 적 은 경제와 경영 분야에도 이 용 된다. 3 가지 상품을 구매한다고 하자. 각 상품의

단 위 가 격은 (2, 22, ^; ) 이 고, 이를 가격 벡터 pet 하자. 구매하려는 수 량은 (01; & 0@5) 이

고, 이를 수량 벡터 geh 하자. 가격 /, 으로 《, 개를 구매하면 anh] 비용이 발생한 다. 따라서

종비용은 3 차원 공간 에 서 의 수량 벡터 gt 가격 벡터 po] 내적 이다.

(비용) = (a, G2 93) * 021 Por 28) = MP1 + Gobo + 9528 = (내적)

내적이 0 이면 ' 장부의 균형 ( 수입 과 지출의 일 치 )' 을 의 미 한다. g + p=oole 총매출액 은 총

구매액과 동일 하다. 그러면 (3 차 원 공간 에서) pat ge 수직 이다. 이 문제를 수천 개의 상품

이 있는 Sabo ZBI 빠르게 IOS 이등한다

스프레드시트는 ARS 관리하는 데 필수 이다. 쓰프 레드시 트를 이용하면 선형결합과 내적 을 계산

할 수 있다. 이때 화면에 보이는 것은 행렬 이다.

두 벡터의 사잇각

수직인 두 벡터 v, 는 vs = 0 을 만쪽 한다. 두 벡터의 사잇각이 90* 일 때 내적 은 0 이 다.

다음 단계는 모든 내적을 사잇각과 연결하는 것이다. 내적 y+ we 영 벡터 가 아닌 두 벡터 vst

# 의 사잇각을 알려준

GIG) 단위 벡터 v= (0050, 910 ᄆᄋ ) 와 w= (0068, sing)o] wae 006240096+

sina sin 6 이 다. 삼 각 법 (180000060》) 에서 이 식은 cos (6 - ᄋ ) 에 대한식이 다. [그림 1.5| 는

단위벡터 oS wo] 사잇각을 보여준다. 내적 ws ve y+ woh 같다. 즉 vot wo] 순서는

상관 없다.
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[그림 1.5] 두 단위 벡터의 내적 : ws i=cosd, 두 벡터의 사잇각은 0 이 다.

0 ᆞ 40 가 0 이 아니라고 가정 하자. 9 * we 양수일 수도 있고음수일 수도 있다. 4 ᆞ wd

부호는 사잇각이 직 각보다 큰지 또는 작은지를 바로 알려준다. v > 《0 가 양수일 때 사잇각 은

90° 미 만 이다. 《 ᆞ w7t SEU 때 사잇각은 90° 초과 이다.

양수와 음수의 경계선은 벡터가 vt 수직인 경우 이다. 양수와 음수의 경계선에 있는 벡터

wy = (1, —3)2 v= (3, 1) 과 수직 이다. 이 경우 두 벡터의 YAS 0 이 다. 벡터 00; 와 벡터

yo} 사잇각은 90° 초과 이다. 이 경우 부호 판정법은 2 ᆞ w, < 0 으 로 음수가 된다.
~

Bi 6<90°R vs w, >0

6=90°R ,v- w, =0

[그림 1.6] 예각 v * ᆞ 20, > 0, 직각 2 + 20, =0, 둔각 8 * ᆞ 803 <0

내적은 두 벡터의 사잇각 0 가 무엇인지 정확히 알려준다. 단위 벡터 와 US| 내적 4 ᆞ VS

0050 이 다. 이 결과는 / 차 원에서도 그대로 유지 된다.

cose 1 보다 크지 않고 -1 보다 작지 않다. 따라서 두 단위벡 터 의 내 적 은 - 1 보다 크거나 같

고, 1 보다 작거나 같다. 92] 코사인 값은 4 ᆞ 0/ 와 같다.

만약 # 와 w7} 단위벡 터 가 아니면 어떻게 계산해야 할까? 두 벡터를 Belo] 길이로 나누면

= pe a = cea = 2 얻는 ᄋ 5 te

4 Toll’ ell = 얻는다. 단 위 벡터 % 와 U2] YAS cos Goltt.

코사인 BAl(cosine formula) v2} w7} 영 벡터가 아닐 때, Toei cond Sieh (6)

1.2 내적으로부터 의 길 이 와 2} ᅳ



~ telat 관계없이 와 ᅲᅲ 의 내적은 1 을 초과하지 않는다. 이를 내적에 대한 “sates
Vv 20

부등식 " 이 라 한다 (더 정확히는 코시 - 슈바르츠 - 부냐곱스키 부등식이라 한다). 이 부등식은 프랑

스 , 독일, 러시 아에서 발견 되었으며, 수학에서 가장 중요한 부등식 이다.

100501 는 1 을 초과하지 않으므로, 코사인 공식 (5] 로부터 다음과 같은 2 가지 중요한 부등식 을

얻을 수 있다.

슈바르츠 부등식 lv > w| < llollilwll

삼각부등식 lv+ wll 즈 1011 + 1101

삼각부등식 은 슈바르츠 부등식으로부터 유도할 수 있다.

llu+wl?=v-evtve wtwevtwe w<iloll?+2ilolllloll+llw ll? (6)

식 (6) 의 양변에 FES 취하면 [lv + wll < lloll-+ 100 1 가 된다. 따라서 삼각형에서 어떤 두 변의

길이의 합은 나머지 변의 길이를 초과할 수 없다. 즉 ( 변 3) 은 ( 변 1) + ( 변 2) 를 초과할 수 없다

v= [7]. w= [3] 9 때, 0066 를 구하고 슈바르츠 부등식과 삼각부등식 이 성립하
는지 확인해 보자. 두 벡터의 내적은 2 ᆞ w= 4 이 다. 또한 벡터 v9} 9] 길이는 모두 ,/5 이

므로 10110 l= 5 이 다. 따라서 다음과 같다.

vew 4바바 eae

loll 7576 5

슈바르츠 부등식은 4 < 5 SHS 성 립 한다. 삼각부등식에 의해 ( 변 3) = ||0+ 20 | 는 ( 변 1)

+ ( 변 2) 보다 작다. v + 의 BES (3, 3) 이라 하면 삼각부등 식 은 /18 < ,/5+ ,/5 이 다.

cosé =

toe

양변을 제곱하면 18 < 20012, 심각부등식 이 성 립 함을 확인할 수 있다.

두 벡터 v= Ca 0) 와 = (0, 0) 의 WAS 20 이 다. 또한 두 벡터의 길이는

loll = Noll = va? +8 Ot, THEA 부등식 > ᆞ @ = |01112 1| 는 228 < a2 + 8? 이 다.

임의의 수 4” 과 6” 에 대해 [ad cers 그 < 그 (27 +8")( 산 술 평 권 히 므로. ayer we

식을 확인할 수 있다. 위 식은 F(a’ +8’)

님 ) 이므로 증명 된다.

1 ,

- a= F(a b)°0] 완전제곱수 (절대 음수가 oF
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3 차 원 공간 안의 평면

3 개의 성분 21, Ng, 78 를 가진 단위 벡터 을 가정 해보자. 그리고 과 수직인 R® 안의 모든 벡

터 % 를 생 각 해 보자 ( 즉 w+ 7= 0).

0 *7= 0 인 벡터 w7} R® 안의 2 차 원 BAS 채운다.

때

모든 평 면 은 ' 법선벡터 wat 수직 이다. 따라서 3 차원 공간에서 2 차원 평 면 의 방정 식 은

NW, + 722200 ᅮ 23208 = 0 이 다. 。28- 평면 ' 의 경우 위 쪽 으로 똑바로 올라가는 법 선 벡터 22 은

0, 0, 1 을성분으로 갖는다. 따라서 cy- Bao] 방정 식 은 이미 알고 있는 wz, =0 또는 3= 0

이다.

1.2 확인문제

1.2A 벡터 2=(3, 4), 4=(4&, 3) 에 대해 2 ᆞ 에 관한 슈바르츠 부등 식 과 |4+《0| 에 관한 삼각 부등식
더

나노 더 ar Oo

을 보여 라 . 또한 벡터 와 w2| 사잇 각 에 대해 0056 를 구하라.

8프

2

두 벡터의 내적은 oe wH=3-44+4-3=240/CF ZOE |: = /9+16=50|D 0 | = 5 이 다. 합

v+w=(7,7)2| 길 이는 7/2 < 10 이 다.

슈바르츠 부등식 lve wi\<llolllwll > 24<25

삼각부등식 llyt+wi<llollt+iwll = 7/2 <5+5

24
각의 코사인 0060= > = B= v= (3, 4) 에서 w= (4, 3) 까지의 예각

1.26 어떤 벡터 와 w7t 등식 lo > wl=llolllwllZt lo+wll=lloll+lwlS 만족 하는가?

| 풀이 |

주어진 SAO] 성립하는 SPE 하나의 벡터가 다른 벡 터 의 배수 = cvS! 때 이다. 그러면 벡 터 의

사잇 각 은 0° 또는 1809 이 다. 이 경우 |6060|=1 이고 |/ ᆞ wl=llullilwllOlCt. w= 30 인 경우와 같

이 사잇 각 이 0“ 이면 [lo + wll =lloll+ oli SHO] 모두 3121 이 다). 이 삼각 형 은 평 평 하다.

v, 20, 3v& 이루어진 삼각형은 하나의 AMO] 되므로 만들어지지 않는다.
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1.2C 벡터 v= (3, 4) 방향의 단위벡터 nS 구하라. 또 # 와 수직인 단위벡터 US 구하라. 참고로 VE

2 가지 답이 가 능하 다.

| 풀이 |

단위벡터 # 는 벡터 《를 길이 |01=5 로 나누어 구한다. # 와 수직인 벡터 『는 (-4, 3) 또는[배너

(4, -3) 이 다. 단 위벡터 《/ 는 벡터 VS 길이 |7|=5 로 나누어 구한다.

1.20 사잇각 에 관한 공식 v + w=llollilwilcosoS 설명하고자 한다. 이 식의 우변 은 코사인 법칙

7 =a+h—2abcosA0l| 있는 2440060 이 다.

오른쪽 삼각형 그 림에 대해 피타고라스 정리를 적용하면 다음과 같다.

c? = (asin)? +(b—acosé)”

=a’sin?9 +0" —2abcos@ +a’cos’9

=a’ +b? —2ab cos

이 그 림은 세 변 a@=llol, ᄋ = ᅵ 1, c=lo—wiet 두 직각삼각형 을 보여준다.

llo—wlP =llol? + lll? —20 ᆞ woh 비 교 하면 7 ᆞ 《 항을 |111%10080 로 생각할 수 있다.

1.2 연습문제

1. 주어진 벡 터 에 대해 LU we v, we w, we (vt+w), we oS 구하라.

| 306 _ {4 _ fl

u=| HA = [3]: w=|3]

2. [문제 1] 에 주어진 벡터에 대해 벡터의 길이 lla, loll, oS 구하라. 그리고 슈바르츠 부등식

lus vl < 141171 와 10 ᆞ wl 흐 1 1201 를 확인 하라.

3. [문제 1] 에 주어진 벡터에 대해 ? 방향 과 《 방향의 단우벡터를 각각 구하고, 두 벡터의 사잇 각 0 의
코사인 값을 구하라. 또 벡터 와의 사잇각이 각각 0°, 90°, 180°C! 벡터 @, 6, c= 구하라.

4. {ojo} 단 위 벡터 /, # 에 대해 다음두 벡터의 내 적 을 구하라.
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10.

11.

12.

13.

벡터 v= (1, 3) 과 w= (2, 1, 2) 방향의 단위벡터 ony, #; 를 구하라. SE 벡터 a, 4/ 와 수직인 단위벡

벡터 v= (2, ᅳ 1) 과 수직인 모든 벡터 w= (76, 4/) 에 대해 설명 하라.

벡터 = (1, 1, 1) 과 수직인 모든 벡터는 3 차원 공간에서 어디에 위치하 는가?

3, 3) BES AAO! 벡터는 어디에 위치하 는가?

다음 명제의 참 또는 거짓 을 판별하 라 ( 참이 면 OFS 제 시 하고, 거 짓 이면 반 례 를 찾으 라 ).

(a) 벡터 w= (1, 1, 1) 이 벡터 2, 와 수직 이면, v= wt 평행 하다.

(6) 벡터 w7t 2, wot 수직 이면, w= 7+34 와 수직 이다.’

(c) # 와 # 가 수직 인 단위 벡터 이면 Ile —o |? =2 이 다.

Eos 이 2 내 이보
(0, 0) 부 터 v=(2,, 00) 까지의 화 살표의 기울기 는 O11, (0, 0) 부터 2=(7,, 4) 까지의 화살표의

1

가 -1 이 라 가정 해보자. 9 © = 0 이고 두 벡터 v, 가
W. VoW.

기 울 기 는 - 근 이다. 두 기울기의 곱 a
1 1]:

1
수직임을 보여 라 (직선 y= dre y= - 수와 수직 이다).

(0, 0) 부터 7= (1, 2) 까지의 화살표와 (0, 0) 부터 w=(—2, 1) 까지의 화살표를 그려라. 그리고 두

화살표의 기 울기를 곱하 라 . 그 결 과 가 > * 8=0 임을 보이고, 이에 따라 두 화 살표가 서로 어떤 관계

인지 설명 하라.

vs wIt 음수일 경우, 벡터 v2 / 의 사잇각에 다해무엇을 말할 수 있는가? 3 자원 벡터 ?( 회 살표 ) 를

10)

=

그리고, ve 0 <0 인 모든 벡터 % 를 구하라.

=(1,1), w=(1,5)2 때, 벡터 #-6/ 와 가 수직이 되게 하는 수 cB 구하라. 또한영벡터가

아닌 임 의 의 벡터 v, 로부터 cS 구하는 수식을 구하라.

벡터 (1, 1, 1, 1) 과 수직인 영벡터 가 아닌 벡터 4, 0, * 를 구하라.
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1
14. r= 22 y=89| 기하평 균은 J/ry=40\C} 산술평균은 이보다 2 값 으로 Dlety)=

이다. 이 결 과 는 벡터 y= (/2, /8 ) 과 w=(/8, /2 ) 에 관한 슈바르츠 부등식으로부터알

수 있다. 벡터 와 의 사잇각 Ol] 대해 6056 를 구하라.

15. 9 차원 벡터 v= (1, 1, ..., 1) 의 크기는 얼 마 인가? 벡터 yO} 같은 방향 의 단 위 벡터 wS 구하라. 그리

고 벡터 와 수직인 단 위 벡터 w2 구하라.

16. 벡터 (1, 0, -1) 과 각 축에 대한단 위 벡터 7, 7, RO) 사 잇각 a, B, 6@ 의 코사인값을 각각 구하라.

그리고 공식 608"4+6 ᄋ 08^/+008^0 =1 을 확인하라 .=|

※ [문제 17~20]2 삼각형에서의 길이와 각에 대한결과로 이어진다.

17. 벡터 9#=(4, 3) 와 벡터 w=(—-1, 2) 가 어떤 직각삼각 형 의 두 변 이 라 하자. 이 직각삼 각형에 대해

다음과 같은 피타고라스 공식 2"+/^*=6*0| 성립 함을 확인 하라.

(의 길이)" + (의 길이)” = (0 + 의 길이)?

18. (내적 규칙) 다음 세 방정식은 간단하지만 유용 하다.

(1) 2* ᆞ 20=20 ᆞ 0

(2) us (v+w)=uevturw

(3) (cv) » w=c(ve w)

u=otwS 때, (1) 과 (2) 를 OUSdH llo+wlP =o + v+20+ wtw> wt 증명 하라.

으 또 가19. 다음 의 코사인 BAS (0-20) + (0-20) =2* ᆞ 220 ᆞ 20+20 ᆞ 4# 로부터 유도 된다.

코사인 법칙 llo—w IP = Ilo? —2|lollllwllcosa + 120

20. 삼각 부 등 식은 ‘(vt+wQ| 길이) < (v2| 길이) + (w2| 길 이 )' 와 같다. [문제 18] 을 통해 |0+ ᅮ 10 =

lv |? +20 wtilwiP2
LS
2 L

| 변 1| + | 변 기를 조과할 수 없음을

A 이 = oS

수 있다. vs 값을 증 가시켜 |0||×0| 와 같게 만들어, | 변 31 이
WwWSt 보

삼각 부등식 1220” < (121 +1201)? 또는 llu+wll < 11 + 121
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21. 삼각법 CHA! 대 수 학 에 따른 슈바르츠 부등식 [ye wl < llollilwllol 대해 다음물음에 답하라 .

(a) (v,w, 70200)? < (% ae + uf) 의 양변 을 모두 전개 하라.
(6) 양변의 차 이 가 (v,w,—v,m)°0| 됨을 보여 라 . 이는 제꼽이므로 음수가 될 수 없어 부등식 은 g

이 된다.

(uy, %0)= (0.6, 0.8) 이고 (U4, /4)= (0.8, 0.6) 일 때, ᆞ UES 구하라.

10080| 는 왜 1 보다 크지 않은가?

(6) 정 삼 각 형 에서 6060 를 구하라.

N a
N

0
 보

o
t = a 1
0

40] 대각선 길이의 MBO] 합 !0+701"+ ᅮ 10 ᅳ 101"0| 평행사변형의네 변의 길이의 제곱으

합 2이됨을증명 하라.

25. ( 꼭 풀 어 볼 만한 문제) | = 5 이 고 lw] = 3 일 때, |2-?0| 의 값으로 가능한 가장 작은 값과 가장

큰 값을 구하라. 또 7 ᆞ / 의 HOS 가능한 가장 작은 값과 가장 큰 값도 구하라.

도전문제

26. cy-BHo] 있는 세 벡터 u, v, wl] 대해 2 *2<0, ve w<0, we w<00| 성 립 할 수 있는가?

그리고 288- 공간에 있는 몇 개의 벡터에 대한 내적이 모두 SEA 수 있는가? ( 평 면 에 있는 4 개의

벡터에 대해서는확실히 불가능 하다).

형태의 수직인 단위벡터 《개를 찾으 라 (+ 또는 - 를 선택 하라).
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28. MATLABOIA| v=randn(3, 1) 을 이용해 랜 덤 단 위 벡터 4=

30) 을 이용해 30 개의 랜 덤 단 위벡터 《/ 를 생성 하라. | ᆞ 《/,| 의 평균을 구하라. 미분적분학을 이용

[
 으하면 평 균 은 | 006090000 =>

0

r
i29. ᅮ 8- 평면 에서 어떤 경우에 네 벡터 v,, v,, v3, (가 사각형

LS

=

의 4 개의 길이가 있다고 해서 이를 이용해 사각형을 만들 수 있는 것은 아니다.

1.3 행렬과 열 공간
——_—_—_—— SS SS SSS SSS

Le

3 ‘Je 3X2 행렬 이다. m= 3 행과 n= 240] 있으며, 랭 크 는 2 이 다.
5 6

2, Ax} 3 개의 성분은 각각 행렬 A 3 개의 행과 벡터 의 내 적 이다.

182 7 0 22, 8 23

3 | = E Sats 이 5s
5 6 5:7+6-8 83

bls

SH 단 위 로

Alt x 곱하기

3. Are 행렬 AM 열들의 선형 결합 이기도 하다.

1 21 1 2

3 4||= 히 1+8|14
5 6 5 6

4. 행렬 Aol 열공간에는 모든 열의 선 형결합 42= ᄉ 4, + 2,a,7} 포함 된다.

5. 랭크 가 1 인 행렬인 경우, 행렬 의 BE 열 (그리고 모든 선형결합 .4) 은 하나의 직선

위에 있다.

1.1 절 과 1.2 절에서는 AVA, 내적, 벡터 의 길이 와 사잇각에 대해 설명 했다. l 3 절은 mal n@

행렬에 대한 연산으로 시 작한 다. 일반적인 행렬 AL // 행 과 열로 이루어진 직 사 각 형 이다. mst

이 동일하면 As 정사각 행 렬 (60486 080 이 다. 다음 네 Yee 3 ×3 행렴의 예 이 다.
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1’ 0° 0 20 0

! 1 0} : 항등 행 렬 (10601[/ matrix) ! 4 ᆞ : 대 각 행 렬 (012390081| matrix)
001 005

2 Liss 25 1050

0 4 7] : S282 (triangular matrix) 1 4 7] : 대 칭 행 렬 (6/0707601 ᄋ matrix)
0 0 5 1d. 5

종종 행렬 4 의 열을 벡터 21, ay.) 4, 으로 생각한 다. 각벡터는 / 차원 공간에 있다. 다음과

같은 행 렬 의 열 벡터는 각각 m= 3 개의 ABS 갖는다.

ee 핸 -1 1 00
72 = 4 개의 q 4= 101 apa. 40=| 0 = a ᆞ

Ty

위 행 렬 은 ‘K}O|MA(ditference matrix)’o]ch, 왜냐하면 행렬 4 에 벡터 x= a 를 곱하면

4

22 2,5} 같은 AS 성분으로 갖는 차 이 벡터 Ax} 생성되기 때문 이 다. 72 ×7 행렬 4 와 2 ×1

벡터 cS 곱하면 어떻게 되는가? 이에 대한 BS 얻을 수 있는 방법은 다음 2 가 지이다. 바로

행렬 AQ 행을 다루는 방법 과 SS 다루는 방법 이다.

ᆞ BS 이용한 방법에서는 Aro] 성분을 행렬 4 의 행과 벡터 의 내적으로부터 얻는다.

ᆞ SS 이용한 방 법 에서는 48 가 행렬 AM 열 들 의 선형 결합 이다.

BS 이용한 방법 에 대해 알아보 자. 우선 행렬 4 의 각 행과 벡터 2 를 곱한 다. 이는 행렬 의

행벡터와 벡터 xO] 내적 이다. Al 번째 내적은 다 음과 같이 행렬 AL] A 번째 행으로부터 얻는다.

(138) 아고 (=a 1, 0, 0) ° (Di. Xo, 91 x4) = Lg 2X,

Ax] 성 분을 구하는 데 필요한 m= 3 개의 YAS 계산 하려면, mx n (= 3 × 3) 번의 곱셈이 필

요하 다.

zy
rei ipl Oleg (ayia 2. [은 te

3 개의 내적 07081 때 (3 행 ) 2 el 시기 그해
4

행렬 A] 각 YS 벡터 와 같이 nM] 성 분을 갖는다. 행렬 AL] 4 개의 SS 각각 xy, xo,

28, Leet 곱한 다:

1.3 행 렬 과 열 공간 _ 43



다음으로 열을 이용한 방법에 대해 알아보 자. 행렬 에 벡터 cS 곱한 AS 행렬 A 열들 9

선형결합 이다. oA] 열벡터 2, ..., 4, 은 각각 벡터 x] AWA / 개의 수와 BCH 이 렇 3
n

곱한 2101: ..., x4, 더하면 다음과 같이 식 (1) 과 동일한 벡터 Avs 구할 수 있다.

42=7, ᆞ ( 열 21)+ 2, ᆞ ( 열 0.) + ᆞ ( 열 a3) +24° (S ay) (2)

nA] 열벡터들의 선형 결합은 YS 이용한 방범과 동일한 곱셈 연산을 포함한 다. 하지만 더 ge

수준이라고 할 수 있다. 이 방법 을 통해 3 개의 내적 대신 벡터방정식 하나를 얻었다. 식 (a

아래의 식 (3) 에 서 동일한 결과 Ars 확인할 수 있다.

Eo oil 1 0 0 20820

는 0 0 = 1 Les Bs

행렬 A 벡터 col] 수가 주어진 상황 이면 YS 이용한 방법을 사용할 가 능성이 크다. aay

42 의 의미를 이해하고 싶다면 열을 이용한 방법을 사 용 하길 권한다. ' 열벡터 Ark 행렬 Ag

열 들의 선형결합 이다.

이제 단 하나의 선형결합 이 아닌 임 의 의 벡터 에 대해 가능한 모든 AAAS} Azo} 대해 Lope

려고 한다. SEE (행렬 A 모든 벡터 * 를 곱 함으로써) 모든 열들의 선형 결 합을 구하는 것이

다. [그림 1.7] 은 하나 의 선 형 결합 2a, +64; 와 함께 (모든 zx, zo] 대해) 모든 선형결합

7141 +2x2a,9) BAS 나타낸 것이다.

201 + a2

a 2) 를지나는 직선

201 &, 을 지나는 AA
01 - 씨

[그림 1.7] 2,2} 4, 의 모든 선형 결합은 SAS 채운다.

ABSA 않을 수도 있다는 접이 다. 행렬 A) 어떤 열은 다른 aso) 선형 걸합ᄋ

이다. [EX 11 은 3 개의 새로운 방향 을 제시하는 3 개의 열을 보여준다. 이 ey

0
8

+ 1 6
1 두 다
드

들은 ' 선형독립 ' 이 다.
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GI) ( 선형 독립 인 열 ) 다음 행렬 4,4] 대해 생각 해 보자.

Ay

wn
d 

k
e 0

4

5 2
 

=

행렬의 각 열은 새로운 방향 을 제시 한다.

열들의 선형 결합은 3 차원 공간 을 채운다.

모든 열의 선형 결합을 보면 3 차원 공간에 있는 모든 벡터 (0,, by, 6;) 를 만들 수 있 음 을 알

수 있다. 첫 번째 열 7, (1, 2, 3) 의 경우, 6,0] 어떤 숫 자 이든 2, = 《, 으로 만들 수 있다.

~ (0, 4, 5) 의 경우, dH 영향 을 미치지 않고 《> 가 어떤 숫자이든 만들 수 있다. 마지막으

로 23(0, 0, 6) 의 경우, 0, 《에는 BAS 미치지 않고 6; 가 어떤 숫자이든 만들 수 있다.

이와 같은 방식 으로 Ae bE WEE 21, 2, 를 찾을 수 있다.

선형 독립이란 Ax = (0, 0, 0) 을 생성하는 유일한 선형결합은 x= (0, 0, 0)' 임을 의미 한다. 각

각의 새로운 열이 이전 열들의 선형 결합으로 만들 수 없는벡 터 일 때, 열들은 선형독립이라 한다.

0392) ( 선형 종속인 열 ) 다음 행렬 4, 에 대해 생각해 보자.

1283 = 14+2=3: (1 열 ) + (3 열 ) = (3 열 )이 1: 열들의 선형결합은 3 차 원 공간을 채우지 않는다. «= Gone
선형 독립 의 반대는 ' 선형종속 ' 이 다. 주어진 행렬 .4, 의 3 개의 열은 선형 종속 이다. 3 열 은 1 열

과 8 열이 있는 평면 위에 있다. 따라서 3 열로 인해 새로운 선형결합이 만들어지지 않는다.

보통 열의 선형독립성은 왼쪽열에서 오른쪽 열의 방향으로판정 한다. 1 열 (1, 1, 6) 은 하나

히 선형독립 이다. 3 열 (2, 4, 0) 은 1 열의 배수가 아니며 새로운방향을 만

(3, 5, 6) 은 1 열과 249] 합 이다. 즉 3 열은 1 열 , 3 열과 선형독립 이 아니

다. 따라서 행렬 ALS 3 개의 선형독립 인 열이 있다.

만약 오른쪽 열에 서 왼쪽 열의 방향으로 확인하면 선 형 독 립인 3 열과 2 열로 시작할 것이다.

그러면 1 열은 2 열과 3 월의 선형 결 합 이 나 (1 열 음 3 월에서 24S BM 것이다). AS 열에서

시작하는 , 오른쪽 열에 서 시작하는 3 개의 So] 동일한 평면 위에 WSS 알 수 있다. 2 개의

선형독립인 열은 3 차 원 공간 에서 BAS 생 성 한다. 그 평면이 행렬 4, 의 열공간 이 다. 모든

열의 선형 결 합은 평면을 만 는다.

[EX 2] 의 선형 종 속 인 열 (1 열 ) + (2 열 ) - (3 열 ) = (0, 0, 0)

1.3 행렬과 열 공간ᅳ



Gas) 다음 행렬 4,0] 대해 생각해 보자.

20106 8 (3 열 49) = (14 0.) x 4
cs | (24 4.) = (14 a,) x3

5 15 20] 모든 열의 쌍은 선형종속 이다.

행렬 4』 의 3 개의 열은 모두 3 차 원 공간의 동일한 직선 위에 있다. 이 직선은 벡터

(c, 2c, 5e)((1, 2, 5) 의 모든 상수배 ) 로 구성되어 있다. ᄋ = 0 일 때는 원점 (0, 0, 0) 이 되

며 , 이로써 원점이 직선에 포함됨을 확인할 수 있다.

3 차 원 공간 위의 이 AAS 행렬 A, 열공간이 다. 이 직선은 모든 벡터 Aye S 포함한 다.

zo] 모는 벡터를 허용하면 행렬 4, 의 열공간을 채울 수 있다. [EX 3] 에서는 한 직선만 채웠

다. 이 경우는 거의 가능한 가장 작은 열공간이 다.

열 공 간 (4) 는 모든 벡터 .42( 모든 열의 선형결합 ) 를 포함한 다.

THESES 선형 대수학 에서 아주 중요한 주제 이다. 열공간은 벡터 공간의 예 시 이다. 모든 열의

선형 결합은 열공간을 생성 한다. 그러나 열공간을 만들 때는 모든 열이 아니더라도 선형 독립 인 열

들만 있으면 충분 하다. 이에 따라 1 열에서 시작하여 왼쪽 열에서 오른쪽 열로 이동하면서 ABS

립인 SS 식 별 한다. 다 음과 같은 2 가지 행렬 A,, AS 예로 살펴 보 자.

A,= A; =

>
 

나
나

e
o

1

1

0

0oo
or

1

0

0

1 ==
2

- 
ᄂ

 
=1

1

0

0

행렬 Ale 4 개의 선형독립 인 Sl 있다. AS 들어 4 열은 1 열 , 2 열 , 3 열의 선형 결합 이 아니

다. 즉 행렬 4, 에는 선형 종속인 열이 없다. 주대 각 선 에 0 이 없는 삼각행렬 의 경

독립인지 판별 하기 쉽다. 행렬 4, 의 주 대 각성 분은 1, 1, 1, 1 이 다.

행렬 4, 의 경우는 쉽지 않다. 이 행렬 의 1 열 , 24, sae 선형독립 이다. 가장 궁금한 점은
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OS 만들기 위해서는 2 열을 빼야 한다. 그런 다음 비슷한 이유로 342 더 해 야 한다. 그러면

4 열의 두 번째성분도 0 이 된다. 따라서 행렬 .4; 의 경우에는 식 (4) 에 따라 3 개의 열 (1 열 , 2 열 ,

3 열 ) 만 선형독립임을 알 수 있다.

A; | (4 열 ) = (1 열 ) - (2 열 ) + (3 열 ) (4)

다음 단계 는 4 개의 BE 열의 선형 결합, 즉 열공간을 ' 시각화 " 하 는 것이다. 참고로 경우에 따라

시 각화는 불가능할 수도 있다. HS 들어 4 차원 공간은 그리는 것이 불가 능 하다. 행렬 4, 로 먼저

시 작 해 보자.

6(4,) 는 왜 전체 공간 "이 되는가? 표의 모든 벡터는 다음과 같이 4 개의 열의 선형결합임을

알 수 있다.

※ 의 임의의 벡터 v= 위와 같이 4 개 열의 선형결합으로 만들 수 있다. 그러므로 Rie] 모든 벡터

는 AI 열공간에 있다. 따라서 4 개의 방정식 .4, ᄒ = 2 를 항상 풀 수 있다.1

짧지만 유용한 단어 인 ' 생 성 (6030/' 은 벡터 집합의 모든 선형결합을 의미 한다.

따라서 행렬 의 열의 생 성이란 열공간 이 다.

( 단 , 행렬 AD 열은 선형 독립 일 수도 있고, 아닐 수도 있다.)

기 하학적으로 행렬 A,S 생 각 해 보자. 1 열 (1, 0, 0, 0) 은 4 차 원 공간에서 직 선 에 해당 한다. 이

직선에는 모든 벡터 (0,, 0, 0, 0) 이 포함 된 다. 2 열은 또 다른 직선에 해 당 하며, 이 직선에는

(cor Co, 0, 0) BAS] BE 벡터 가 포함 된다. 모든 벡터 (c,, 0, 0, 0) 에 모든 벡터 (68 00 0, 0)

을 더하면 4 차원 공간 안의 2 차 원 평 면이 만들어진다. 이 평면은 1 열과 ogo} 생성 이다.

행렬 4』 의 마지막 두 열은 두 방향 을 더 제시 한다. 따라서 행렬 4,9] 4 개의 열은 선형독립 이다.

마지막으로 방정식 (5) 는 BE 4 차원 벡터가 행렬 4, 의 4 개의 열의 선형결합이 될 수 있음을

보여준다. 따라서 행렬 4, 의 열공간 은 “이다.

이제 행렬 4, 에 대해 위와 동일한과정을 시 도하면 1 열 , 2 열 , 3 열은 선형 독립이므로 문제 가 없

다. 그러나 4 열은 1 열 , 2 열 , 3 열의 선형 결합 이다. 따라서 1 열 , 2 열 , 3 열의 선형 결 합 은 “의
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내부에 3 차 원 부분공간을 만들고, 4 열은 그 부분

6(.46) 이 다. 벡터 v7} 6(.4,) 에 포함될 때만 Ase = oS

열이 3 개만 존재 한다.
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C(A) 행렬 AS] SHAS 의미 한다. 행렬 의 행이 )/ 깨일 때, 열은 7/ 차원 공간 "의 whe

이다. 열공간은 R"S 모두 채울 수도 있고 채우지 못할 수도 있다. 다음은 m= 3 인 경우, 즉

3 차 원 공간에 서 의 열공간으로 가능한 4 가지 경 우 를 보여준다.

@ 전체 공간 R® 4 의 3 개 의 열 벡 터 가 선 형 독립 이다.

@ 점 (0, 0, 0) 을 지나는 "상의 평면 4 의 23 개 의 열 벡 터 가 선 형 독립 이다.

© 4 (0, 0, 0) 을 지나는 “상의 직선 4 의 1 개 의 열 벡 터 가 선형 독립 이다.

@ 표 ” 상 의 점 (0, 0, 0) AE 성분 0 으로만구성된 다.

음은 열공간 6() 로 가능한 4 가지 경우에 해당하는 간단한 행렬 들이다.

1. 00 4000 100 00 0

090 O° 00 때 boo
0 031 02 0:0 000 00 0

6(40 0 A) = 28- 평면 0@6(4) = < 축 C(A) = (0, 0, 0)

[참고] 이 책 5 판의 1 장에서는 ' 열공간 ' 이라는단어가 나오지 않았다. 공간에 관한 개념 이 너무 중요해서 초
반부터 다뤄서는 안 된다고 생각했기 때문이 다. 그러나 이제 중요한 아이 디 어 를 이 해 하는 가장 좋은방 법 은

일찍 그리고 자주 접하는 것이라생각한 다. 특히 수학에서 아이디어 를 명확하게 만드는 것은 정의보다 예시

이다.

기
부

미
ᄋ

다음과 같은 일 련의 질문은 1.4 절을 공부하면 그 답에 대한 js 찾을 수 있다. 이 질문의 ge

행렬을 이하하는 데 매우중요 하다.

© 행렬 Ao] 몇 개의열이 선형독립 인가? 그 개수에 해당하는 / 을 행렬 .4 의 랭 크 (304 라 한다.

@ 처음 > 개의 선형독립 인 열은무엇 인가? 이를 열공간의 71x (basis)e} 한다.

@ 개의 기본 열들의 어떤 선형 결합이 나머지 (』-7) 개의 열을 생성 하는가?

@ 행렬 AS mxr SYA (와 7×7 행렬 RY Bow 나타내라 . : .4 = <※

@ (놀랍게도) 행렬 / 의 개의 BS 행렬 의 행공간 (04 60306)( 행의 선형결합 ) 의 기저 이다.

1.4 절에서는 행렬 CO} RS 꼽하는 방법에 대해 설명한 다. 그 결과는 4 = <% 이 다. 행렬 CE

행렬 Ao] 열들로 이루어진다. 그러나 행렬 RS 행렬 49] 행으로부터 직접 얻지 않는다는 Aol

유의해야 한다.
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랭크 1 행렬

이제 모든 행렬 의 구성 요 소에 대해 알 아보 자. 모든 Yar YRS / 개 의 랭크 1 행렬들의 합이

다. 랭크 1 행렬 의 경우, 모든 열벡터 가 동일한 직선 위에 있다. 그중 점 (0, 0, 0) 을 지나는 직선

이 랭크 1 행렬의 열공간이 다.

| 아그

GIG 행렬 4, = |4 12 =a 랭크는 1 이 다. 따라서 모든 AS 동일한 방향의 벡터
2 6 -4

이다. 2 열과 3 열은 1 열 a, = (1, 4, 2) 에 APS 곱한 것이다. S a, = 301, a, = ᅳ 20,

이다. 열 공간 C(Ag)t= 모든 HE] ca, = (c, 46, 20) 를 포함하는 직선 이다.

다음은 모든 랭크 1 행렬 에 대한 놀라운 사 실 이다. 행렬 4,; 의 모든 행은 다른 Bo] 상수배

이다. 열 공간이 차원 공간 에서 직선일 때, 행공간은 차원 공간에서 직선 이다. 행렬 A,

모든 행은 벡터 _의 상수배 이다.

행렬 4; 와 같은 예는 기본적인 AES 제 기 한다. 모든 So] 동일한방향의 Beja 때, 왜 모든

행의 방향이 동일 할까? 먼저 다음과 같은 2 × 2 YAS 살펴 보 자. 2 열은 1 열에 mS 곱한 것이다.

4= [은 종이 pao. 1 행의 상수바 인 가?

그렇다. 2 행 [6 mb] 1 행 [a malo] 으를 곱한 것이다. 즉 열 랭크 가 1 이면 행 랭크도 1 이 다.

모든 가 능성 을 다루기 위해 a= 0 인 경우를 확인해 야 한다. 이 경우 (1 행 ) = [0 0] = 0 x (2

행 ) 이 된다.

이 행렬 4 에는 2 개의 선형 독립 인 So] 존재하지 않는다. 이 사 실이 Boll 대해서도 성 립 하 는가?

2 행이 1 행과 동일한 방 향 인가? 그렇다. 3 행이 1 행과 동일한 방 향 인가? 그렇다. 즉 열에 대한
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규칙은 여전히 성 립 한다. 따라서 행 랭크도 열 랭 크와 같이 1 이 된다.

이제 랭크 1 행렬에서 모든 행렬로 확장 해보자. 이 시 점에서 BE 행렬의 행 랭크는 열 Aaa

동일하다고 FSA 수 있다. 즉 행렬 Aol rao] 선형독립 인 열이 있는 경우, 행렬 Adi rpg

선형독립 인 Yo] 있다. 이 AIS 선형대수학의 첫 번째 위대한 정 리라고 할 수 있다. 지금까지는

랭크 1 행렬의 경우에 대해서만 살펴 봤다. 다음 절에서는 Yas ABol 대해 설명 하고, BE 행

렬에 대해 '( 행 랭크) = ( 열 랭 크 )' 임을 이해하는 것을 목표로 한다.

1.3 연습문 제

이스

2 구비 = 이우. TxA ri
r공 간 에 대해 CHEICH. il 아직 열벡 터 의 선형 독 립 과 선형종속 을 결정할

i=)

22 100 1005 00
A,=|1 1], 4=111 이 . A,=|2 10], A,=/0 0

5 6 1a 1 5 00

어떤 열 이 다른 열 들 과 yi

선형종속이 되는가? ;

3. Ha Bet CQ] 열공간에 대해 설명 하라.

12

B=/2 lj,

3 3
=[B - 끼 (3 개 의 행 , 4749] 열 )

4. WAS 이용해 Ax, By, 2B 계산 하라. 예를 들어 Ax = (의 행 ) ᆞ < 이 다.

0!

42=|4 2 4} 12],

01 0115
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00행렬 A, B, 7 의 열들의 선형 결 합 을 이용해 [문제 4] 의 Ax, By, IzEy,

ᆞ (1 열 ) +2 + (24) + 5 ᆞ (3 열 ) 이 다.Ar = 1

개인 가? 행렬 Be
명르 여 으

독립인 Se
3선형[문제 5] 에 서 행렬 의6.

한다.(a) 선형 독 립 인 Sol 1 개 존재

N
 
때

때

ANN

ON
N

=

oo
n

ono

o
H

 
O

O

Aq
fo)을 가질 때,

4
3062

|be-laa
30

5 15|

11,

S 4 와 Bt6행다음의 각 경우에 대해

(6) 새로 추 가 한 SO] (1, 1, 1, 1, 1) 인 경우
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벡터 # 가 행렬 의 20 는

터가 이다).x의

그아

Ls}| 라 (1
0다nu에 대해 각각 >

N
w
o

a
N

 
=

AN
S

M
o
더

s
t

L
O

<aNO
Y

ll(b) A

NO
S

on
o

m
ao

W
w

fe

BO15. Ar=b2 때, 행렬 4 에 벡터 b

하게 유지

짓을 판별 하라.|2

(a) 5x2 행렬 A By 모두

cc =

=16. 다음 명제의 참

다면, m > 이다.0(6) mxn 행렬 4 가 7 개의 선형독립

(0) 대 부 분의 3x3 랜

행렬 4, BS!17.

명하라 .없는 이유에 다해 설때 ~
= . 또 "제시 하라. 또 A+ 의 랭 크 가 4 가oS

벡터 곱셈 Sx 형 태 로 나 타 내 라 . 여기핸령행렬0 를|E6S 구하라. 그다음 벡

당연히 3, 4, 5 로 이루어진 벡터 이다. CE 행렬 Soy 세 o
터 # 의 내적| 벡괴H—

i=서 2

" 행렬 의 열 이다.0

0

1

Il

0

Lt 83

1

1

1}, $9

1
51
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19,

20.

21.

22.

23.

(a, 0) 가 (c, 0) 의 상수배 이고 2000 # 0 인 경우, (a, ᄋ ) 는 (b, d)2| 상수배임을 증명 하라. 이는 개의

열이 하 나의 직선 위에 있다는 중요한 사실과 연결 된 다. 먼저 a, & <, dO] 수를 대입 하여 어떤 관련

이 있는지 를 확인할 수 있다. 이 AWS 다음 결과로 이어진다.

20행렬 | ] 가 선 형 종 속 인 SHS 갖는 경

해 를행렬 - 벡터 곱셈, 즉 Ac 형 태 로 작 성 하라. 행렬 4 는 행렬 의 역 행 렬 (|11/6「56 matrix)

SOIC, 행렬 So] 열은 선형독립 인가, 선형종속 인가?

정사각행렬 AL| 3 개의 행은 선형 종속 이다. 그러면 3 개 의 열도 선형 종속이 어야 한다. Ar = OOH 대해

영벡터가 아닌 해 * 를 구하라

138 (1 행 ) + (23H) = (3 행 )
A=|356 행렬 AE 오직 2 개 의 선 형 독 립 인 WS 갖는다.

4 7 91 그러면 행렬 AS 오직 3 개의 선형독립 인 열을 갖는다

다음 의 각 행렬에 대해 So] 선 형 종속 이 되도록 하는 를 구하라. 그러면 열들의 선 형 결 합 이 영벡터

가 된다

110 18086 8610 me

(a) 13.21 06) | 1 0 (0 |3 1 5 a) [6 4
fade ¢ 011 32326
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24. 행렬 AQ] SSO) 선형결 합 에 따라 Ar = 0 이 면 , 행렬 의 모든 행과 벡터 * 의 내적은 0 이 다. 즉

다음과 같다.

Z| [0 ie oe 0
만약 [a, ay ag] |ro|=[O]OIM, [ro * #}=]0/ OIC.

rs 0 ^, 0

이때 행렬 A] 3 개 의 SHS 평면 위에 있다. 이 평면이 왜 벡터 * 와 수직 인 지 를 설명 하라.

1. 행렬 4 와 BS 곱하 려면, A] 행 길 이 는 의 열 길이와 같아야 한다.

2. 행렬 ABS iY ) 열의 SE 행렬 4 의 / 행과 행렬 2 의 열의 내적 이다.

3. A x (BY / 열 ) = (ABY / 열 ) 이 다.

4. 보통 ABS BAS 다르다. 그러나항상 (AB)C = 4(2) 이 다.

5. 행렬 AS > 개의 선형독립 인 AS 행렬 co] 열로 잡으면 다음과 같이표기할 수 있다.

고 = CR=(mxr 행렬) × (/> × 7; 행렬)

행렬에 SHES 곱하는 방법 은 이미알고 있다. 이 절에서는 ABS 같은 행렬 간의 곱셈에 대해

다룬다. 행렬 Be] 열이 6, by, «+, 6, 경우, 이전에 살펴본 행렬과 열벡 터 의 곱셈 방법 을 기

반으로 한다. 단순히 행렬 Aol 행렬 2 의 열 / 개를 각각 곱 함으로써, 행렬 .42 의 열 pHs

안다:

(ABS / 열 ) =A: (BY / 열 ) 
(1)맡약 B= [b, by ᆞ by] AB=[Ab, Ab, ... 40, ] 이 다.

이 결과를 명확히 확인하기 위해 2x 2 ' 교환 행 렬 ' Be 시 작하 자. 행렬 BE 2 개의 열 0, 6; 를

갖는다. 각 열에 행렬 AS 곱하여 ABS 각 AS 생성하면 em 같다.

n= 이 이 키 세 allol= (8) = 00 기니 [2 시
곱셈결과인 행렬 .4. 의 열이 행렬 의 열을 교환한 것이라는 점에서 행렬 ps 교환행렬이라

한다.

54 _ ᅳ 1 장 . 벡터와 행렬



행렬 Ao] 다른 행렬 BS 곱하 면 다음과 같이 더 많은 결과를 확인할 수 있다.

요점은 다음과 같다. 행렬과 벡 터 의 곱셈 46, 을 계산할 때 행 방법이나 열 YAS 이용할 수 있

다. 행 방 법 은 행렬 4 의 모든 행과 벡터 4,2) 내 적 을 구하는 것이다.

도 ee ea a 이

이 의 계산은 Ab, = fe "| BE Ab, = le ‘| 이을포함한 다.

열 방법 은 행렬 의 열들의 선형결 합을 이용해 Ab, S 구하는 것이다. 결과는 행 방법 과 동일 하다.

열 방법 (리프 ([ 희 is baht 21 "05180 19

내적 a E A 키 = 5[3]+7 [4]= Fala Fale re (3)
두 방법 모두 4 번의 동일한 BAS 이용한다. 대 부 분은 행 방법 을 선 택하는 편 이 다. 행렬곱 AB

를 구하기 위해서는, 행렬 A] 각 행과 행렬 Bo] 각 열의 YAS 계산 하면 된다. 행렬 4 의

So] 2 개 이고 행렬 BL] So) 2 개 일 때 4 번의 내 적 이 필 요 하다.

시가 2 xn 행 렬 이고 2 가 2 x / 행렬 일 때, ABE m x p BA] 된다. 따라서 번의 내적 이

필요 하다.

행 방법 _ [(01 행 ) ᆞ (1 열 ) (1 행 ) ᆞ (2 열 )] _|19 22

we agg ~ L( 행 ) ᆞ (01 열 ) (2 행 ) ᆞ 가 be zal (4)
이제 행렬 Al] ASS] 선형결합을 이용한 S 방 법 으로 ABS 계 산 하자. 이는 벡터 연산 이며

ABQ] 전체 SS 생성 한다. 식 (3) 에서 ABS] 1 열을 구했다. 이번에는 40, 를 계산하여 A

의 28-8 구해 보자.

열 방법 10116 id 이 16 122

Ab, ee E | 이 = 이기 + 히 기 = |, [321 ea (5)

식 (9) 과 (5) 는 식 (4) 의 48 의 2742] 열과 동일한 결과를 보여준다. 두 방법 모두동일한 8 번의

곱셈을 사 용하지만 순 서 는 다르다. 4 가 7? xn 행 렬이고 2 가 ^ xp YAY 때, 442 는 2 × 7

행렬이 된다.

ᆞ 행 방법 : A BOA] mph] 내 적 이 필요 하고, 각 내적은 / 번의 곱셈 이 필요 하다. 따라서

총 707/ 번 의 곱셈 이 필 요 하다.

ᆞ 열 방법 : ABol] / 개 의 So] 있고, 각 열은 mn] 곱셈 으로 구할 수 있다. 따라서 총

mnp 2] 곱셈이 필 요 하다.
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실제 계산 속도는 행렬이 어떻게 저장되 는지 에 따라 달라진다. 보통은 열 순서대로 보관 하는 yg

일 반적 이다. 개별 숫자보다는 행렬 단위로 저장소에서 옮기는 것이 더 빠르다. 큰 곱셈의 Ao

는 blas 3( 레벨 3 기본 선형대수학 하위프로그램 ) 을 이용해 행렬 - 행렬 연산을 하는 것이 가장 g

다. 레벨 1( 벡 터 - 벡터 ), 레벨 2( 행렬 - 벡 터 ) 와의 비교는 웹사이트 00016.0(8/6105/ 에서 확인할 수

있다.

지 금까지 행 렬 곱 ABS 계산하는 방법으로 ( 행 ) ᆞ ( 열 ) 내적 과 ( 행 렬 )×( 열 ) 46, 를 살펴 봤다. 또

= 2 가지 방법은 ( 행 )×( 행렬 ) 과 ( 열 )×( 행 ) 으로 이 방법들은 곧 다룰 것이다. 4 가지 방법 모두

다양한 순서 로 동일한 mnp A] BAS 이용해 ABS 구한다.

A, B7} 모두 2x2 행 렬 일 때, ABS 계산하기 위해서는 2? = 8 번의 곱셈이 필 요하다 .3

일반적으로 ABE BA 다르다

행렬 2 = |{ (lo 대해 ABE 행렬 의 열을 교환 한 행 렬 이다. 그러나 BAL 행렬 Aa ag
교환한 행렬 이다.

21

48=| 3에 Gant 2a

1 il E l= I? | (6)
행렬곱은 교환법 칙 이 성립하지 않는다. S 일 반 적으로 BA x ABolch, 행렬 Bol 대한 행 연산

을 하기 위해서는 행렬 AS 왼쪽에서 곱해야 하고, 행렬 Aol 대한 열 연 산 을 위해서는 행렬 B

를 오른쪽에 곱 해 야 한다.

010. 와 교 환 행렬 a= |( [ol 제곱이 항등행렬이 되는가? w= |? 11/0 시 /

(AB)C = A(BC)

행 렬 곱의 경우 결합법 칙은 성 립 한다. ABCS 계산할 때 ABS 먼저 곱할 수도 있고, Bos a

곱셈 계산 에 적 합해야 한다.

는 mxn 행렬, Bonxp 행렬, CE pxq 행렬이어야 하고,

이 경우 ABS mx 행렬 이고 (AB)CE mx q 행렬이 된다.

2 슈 트 라 센 (5085960) 은 2x2 행렬을 곱할 때, 주가적인 덧셈 을 하면 ? 번의 곱 셈만으로도충분하다는 사 실 을 발견 했

다. 일반적으로 nxn 행렬에 대한 곱셈 횟수를 로 표기할 때, 여기서 <=168,8=3 에서 <=102.? 로 중일 수
있다. 지속적인 연구를 통해 cH 더 줄일 수도 있지만, 2 보다 작게 할 수는 없다. 왜냐하면 nxn 해령 A. Bol
^^ 개의 성분이 모두 사 용되어야 하기 때문이 다. 가장 작은 지수 cH 찾는 것은 아주 어려운 미해결 문제 이다.
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다음과 같이 교환 행렬 BS 이용해 결합법 칙 이 성 립하는지 확인할 수 있다.

8= 보기 alt l= Ft allt ob a

dls ll ol 모이 회 8 i]
따라서 행렬 Aol 대한 행 연산은 행렬 Ao] 대한 열 연산의 앞에 S 수도 있고 뒤에 올 수도

있다.

행렬 < 가 열벡터 eA 때, (42 )< ᅲ = A(BC)| 의미에 주목해야 한다. 벡터 < 의 번째 성분이

1 이고 나머지 성분이 모두 0 일 때, 결합법칙 에 의해 (42 ) ᄒ = A(Bx)7} 된다는 사실을 해석해

보자. 이 식의 좌변은 ABS / 열 이고, 우변 은 44 ×(2 의 / 열 ) 이 다. 양변이 같다는 것은 식 (1)

에서 이미 실펴본 행렬곱에 관한 규칙 이다.

행렬에서는 결합법 칙뿐만 아니라 분배법 칙 도 성 립 한다.

결 합 법칙 : (AB)C=A(BC), 분배 법칙 : A(B+C)=ABt+AC (7)

ABO 대한 리뷰

ᆞ 내적을 이용한 방법 : (42] 78) - (B2] / 열 ) = (4B), = (ABS) iB / 열 성분

ᆞ 열들의 선형 결 합 을 이용한방법 : A x (B2| 열 0) = (ABA FQ)

뿌인 방 법 인) 수로 계산하는 내적을 이용한 HS 통해 mpl] 내적으로 mx / BAB

를 구할 수 있다. 또한 벡터로 계산하는 AS] 선형결합을 이용한방법 을 통해 / 개의 선형결합

.40, 로 ABS) / 개의 BS 만들 수 있다.

직접 손으로 계산할 때는 내적을 이용한 방 법으로 ABS 계산하는 것이 편할수 있다. 또한 SS

의 선형결합을 이용한 방법 을 통해 행렬곱을 시 각화 할 수 있다. AB 열 .46, 는 모두 행렬 AY

열 들의 선형 결 합으로 만들어진다.

랭크 1 행 렬과 4 = CR

랭크 1 행렬의 모든 SS 동일한 직선 위에 있다. 이 직 선 이 행렬 AS] 열 공간 이 다. 1.3 절 의 [EX

4] 에 서 랭크 1 YAS] 모든 BE 하나의 직선 위에 있음을 확인했 다. 즉 모든 열 벡 터 의 방향이

SUS 때, 모든행벡터의 방향도 동 일 하다. [EX 1] 은 랭 크가 7=1 인 경우의 예 이 다.

1.4 행 렬 곱 ABS} (2 _



선형 독립 인 열 1 개
0 100] 랭크 1 행렬

| 선 형 독립 인 행 1 개
모는 열은 (1, 3, 2) 의 상수배 이다. 또한 모든 Me [1 2 10 100] 의 상수배 이다. 선형독립

인 열이 1 개만 있을 때는 선형독립인 행도 1 개 뿐이다. 이 결과가 참인 이유는 무엇 인가?

이 결과를 만족하는 또 다른 예는 (모든 성 분 이 1 인 행렬) = (모든 성분이 1 인 열 ) × (모든
~ ow

이제 앞의 질문을 행렬곱을 통해 설명하려고 한다. 행렬 AL CR 형태로 나타낼 수 있다.

행렬 44 가 랭크 1 행렬인 경우, Co] 열은 1 개이고 Ro} 행은 1 개 이다. CRS (3 × 1 행렬)

x (Lx 4 행렬 ) 이 다.

랭크 = 1 A=

1 2 10 1001 ft

3 6 30 in| = A [1 2 10 100]= CR (8)
204. 202200) 12

내적 (C2] 행 ) ᆞ (의 열 ) 은 1x 13} 같은간단한 수의 곱이 다. 마지막 yale 2 x 1000]

다. 이는 WAS 이용해 행렬곱 CRS 계산한 것이다. 13 번의 곱셈으로 행렬 49} 12 개의

성 분이 구해 진다.

행렬 4 의 행은 각각 R= [1 2 10 100] 에 수 1, 3, 2 를 곱한 벡 터 이다. 랭크 1 행렬 4

를 하나의 열 Co} 하나의 행 Re 분해함으로써 다음을 얻을 수 있다.

행렬 A 열공간이 하나의 직선 이면, 행렬 Ao} 행공간도 하나의 직선 이다.

랭크 1 행렬 AS 하 나 의 열 CH 하나의 행 쓰로 분해한 것처럼,

가진 행렬 와 / 개의 BS 가진 행렬 RZ 분해 할 수 있다는 것이 다음으로 살펴볼 주제 이다.

여기서 은 행렬 4 의 * 랭 크 ' 이 다.
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JH립인 열 > 개를 포함한다

다음과 같이 왼쪽 열에서 오른쪽 열로 이동하며 행렬 AS} 선형독립인 SS 찾는다고 가정 해보자.

ᆞ 행렬 AS} 1 열의 성분이 모두 0 이 아닌 경우, 1 열을 행렬 < 에 포함한 다.

ᆞ 행렬 A] 2 열이 1 열의 상수배가 아닌 경우, 열을 행렬 < 에 포함한 다.

ᆞ 행렬 A 3 열이 1 열과 249] 선형결합이 아닌 경우, 3 열을 행렬 Co] 포함한 다. 그리고

이 과정을 계속 한다.

행렬 Ce 행렬 로부터 가져온 7 개의 열을 오른쪽에 하나씩 추가하는 과정을 마치면 만들어진

다. 여기서 r& 행렬 AS Co] 랭크 이다. 행렬 A] ASS 선형종속일 수도 있다. 그러나 행렬

Co ASS 반드시 선형 독립 이다.

ᆞ 행렬 Co 어떤 열도 다른 열 들의 선 형 결 합 이 될 수 없다.

선형독립인 열 ᆞ 행렬 Co] 열 들의 선 형 결 합으로 영벡터를 만들 수 없다.

즉 = 0 일 때만 0 ᄒ = 0 이 다.

행렬 Co 7 개의 선형독립 인 열들의 선형결합으로 행렬 AS] 모든 개의 SS 만들 수 있다.

Cx = 0 이면 2,(<' 의 1 열 ) + x,(C2] 2 열 ) + x,(C2] rQ) = 0 이 다. 행렬 CI] 7 개의 So}

선 형 독 립이므로 = 0 일 때만 = 0 이 된다. 이를 증명 하는 방법 은 결론을 부정하는 것이다.

Cx = 0 이 면서 2, 가 0 이 아닌 마지막 계수라 가정 해보자. *, 로 x1(C2] 1 열 ) + 2,(< 의 2 열 )

+ x,(C2| 7 열 ) = 0 의 FHS 나누면, 행렬 C2] 열은 다른 열들의 선형 결합으로 나타낼 수

있다. 이는 행렬 C2] 7 개의 열이 선형 독 립 이라는 ZA] 모 순 이 다, 따라서 = 0 일 때만

<@2 ᄏ =0 이 된다.

2. 8674 24

00120 A=|4 12 8jehe c= |4 sas 랭 크는 r= 2 이 다. 행렬 A] 1 열과 3
135 15

열은 행렬 Co] 포함 된다. 행렬 AD 292 1 열 에 3S 곱한 것이므로, 1 열 과 2 열은 AVS

속이다. 따라서 행렬 4 의 2 열은 행렬 Col] 포함되지 않는다.
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J

행렬 분해 A= CR

A= (에서 BARS 행렬 A 모든 열을 행렬 CY 열들의 선형결합으로 어떻게 yyy

수 있는지 알려준다. 행렬 .4 의 1 열은 행렬 co] 있으므로, 행렬 의 1 열의 성분은 1 gr,

이다. 식 (9) 에서 행렬 의 3 열은 행렬 Co} 2 열 이므로, 행렬 & 의 3 열의 성분은 1 또는 0 이 4

Reese. F 2 히아! [5 2 5
4 12 8 4 8 9

랭크 7 = 2 1 35 15/9 ᆞ 1

행렬 Al 두 So] 행렬 Co] 포함 되므로, 행렬 의 일부분이 항등행렬 Jz 보인다. 행렬 rg

2 열에 물음표가 있는 이유는 행렬 4 의 2 열이 행렬 Col] 없기 때문이며, 이는 행렬 4 의 2 열 과

1 열이 선형종속이기 때 문 이 다. 행렬 4 의 2 열은 1 열의 3 배 이므로, 행렬 에 성분 3 이 있 어 아

한다.

A:imxn 행렬 264) 12 415 4 >
Ci mxr 행렬 A=CR = : 12 이 | | (10
Rirxn 행렬 115 38 5 1 5

A= CR} 대해 정 리하면 다음과 같다.

@ 행렬 CE 행렬 에서 (왼쪽 SoA] 오른쪽 열로) 선택한 > 개의 선형독립인 ASO] 집합 이다.

@ = [7 FIX 경우 행렬 cS 만드는 7 개의 열의 위치 에 항등행렬 7 가 포함 된다.

@ 행렬 AS 선형종속인 열 들은 행렬 Co 선형 독립 인 열들의 선형 결합으로 만들 수 있고

이 선 형 결 합은 CFE 표기 한다.

= [27 FIJW / 를 나타내는 > 개의 열의 제외한 (』-7/ 개의 열은 행렬 를 이룬다. 그러면

4= CRE 다음과 같이 정 리 된다.

4=60[17 F) = [0 CF] = [(4 의 선형 독 립인열 ) (49) 선형족속인 열 )]
u

행렬 Ce 행렬 AM 동일한 열공간 을 갖고, 행렬 RL 행렬 AM 동일한 행공 간 을 갖는다
ouSe 나으

AER 5 6[=|as[[ 9-1 a
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행렬 4 의 왼쪽 열 2 개가 그대로 행렬 Co] 포함 된다. 따라서 항등행렬 가 행렬 RI] 해당

위치에 포함 된다. 여기서 r= |~ ]| 이 다.

(4 의 7A) = Cx (RY 79), (AS 1B) = (CY ? 행 )×

행렬 4 의 BE 열이 선 형 독 립이면 C= 가 된다. 이때 KR = 이다.

1 장 에서는 행렬 보다 행렬 CBA 의선형 독립 인 열로 구성 ) 를 먼저 찾는다. 그러나 3 장

에서는 행렬 RS 먼저 찾을 것이다. 다음 예에서 행렬 AS] 3 열은 행렬 Co] 2 열 이다.

Co eae ae

1 4110 01 |= cr 행렬 4, C, RY 랭 크 는 모두 2

행렬 R2 행렬 Co 선형독립 인 열에 서 어떻게 행렬 AS] BE SS 얻는지 알려준다.

다음은 행렬 4 의 행 랭크가 열 Bast 같다는 것에 대한 비형식적 증명 과정 이다.

© BAC} 7 개의 AS 선형독립 이 다 (행렬 에서 선형독립 인 열만 선택 했다).

@ 행렬 A 모든 AS 행렬 < 의 개의 열의 선형결합 이다 (4 = CR),

© 행렬 RY 7 개의 행은 선형독립이다 (& 에는 *×/ HEYA / 가 포함 된다).

@ 행렬 A] 모든 행은 행렬 RO] / 개의 행의 선형 결 합 이다 (4 = CR),

행렬을찾는 방법

지금까지는 A= (에서 행렬 을 찾는 방법 을 배우지 않았다. 아래의 [EX 4] 에서 행렬 RS

찾는 문 제 는 행렬 AS 3 열이 1 열과 3 열의 선형 결합이라 가정 하고, 선형 결 합 의 계수 x, 《를 찾

는 것으로 연결된 다. 여기서 7, y= 행렬 의 3 열이 될 것이다.

03941 다음과 같은 행렬 방정 식 에 대해 계수 x, yS 구해 보자.

1

212

3

4

2

6

31?
4|1=

7

A= +y (12)

1

2

3 “N
N

 
W

D

4

2 >

6

이렇게 작은 행렬 의 경 우에도 계수 7, yS 바로 찾을 수는 없다. 따라서 행렬 의 랭 크 가

2 인지 3 인지 알 수 없다. 계수 7, 』를 찾을 수 있는 좋은 WHS 소거법 이다. 소거 법 은 정사
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각행 렬의 경우 2 장 에서, 모든 행렬의 경우 3 장에서 핵심 알고리즘이 될 것이다. 이제 소거법

에 대해 알아보 자.

아 이디어 는 ' 행 연산 ' 을 통해 행렬 AS 단순화하는 것이다. 이렇게 하면 x, # 에 대한 방정식

이 간단 해진다. 먼저 행렬 4 의 1 열에서 성분 3, 3 을 소거해야 한다. 이를 위해 행렬 AQ

2 행 에서 1 행에 2S 곱한 것을 빼고, 3 행에서 1 행 에 3 을 곱한 AS We 이제 행렬 AL

다음과 같은 행렬 Be warp,

3 4

- | = - { (13)
—2} |-6

dei 8e 4

0 -2 -6 => x

OS 2-6

방정식에서 방정식 을 whe 새로운 방정식 이 남는다. 새로운 방정식은 —2y = - 6 이 다. 따라

A / = 3 이 다. 그러면 가장 위의 방정식 + 38 = 4 로부터 = - 5 이 다. 따라서 방정식

(12) 의 해는 7= -5, y= 3 이 다.

1
B=

= ny,
0

r=-5 1 3 4 i

—5/2/+3}4|/=|2 AY] 392 선 형 종속 이다.
y=+3 3 7 6

그러므로 -5, 3 이 A=CRe 분해했을 때 행렬 의 3 열에 나타난다. 여기서 행렬

A, C, RQ 랭 크 는 모두 2 이 다.

4| |13

Gl 137

행렬 AW 행렬 BS 소거하는 과정

행렬 US 만들 수 있다. 다음과 같이

3 행이 영벡터인 행렬 VS 얻는다.

A=

0
5

 
6

0
 

=

N
 

B
W

A(row reduction)z} 한다. 행렬 BL 더 간단한

의 3 행에서 2 행을 빼는 것이다. 그러면 행렬의

즉

B

oa

행렬

Da 8104 1 10030 64
A — 2=10 —2 -6| > U=|0 -8 -6| = ( 상 삼 각 행렬 77) (15)

0-2 -6 0 0 0

행렬 // 의 3 행이 영벡터이므로 행 랭 크 는 27} 된다. 2 장에서는 행렬 《/ 를 만드는과정까지=

만 진행 하고, 3 장에서는 위쪽 행으로 소거 과정을 더 진행해 0 을 더 많이 만들어 1 행도 간단

히 만드는 방법까지 알아 본다. 결국 다음과 같은 행렬 ROS 얻는다.

ah 3 4 134 10-5
P= (0-2-6) 101 BP > 1G 7 3/= Ry

0 0 0 000 00 0
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* 행렬 Ro 모든 행은 행렬 A 행들의 선형 결합 이다.

* 행렬 Ro 3 행인 영벡터로부터 행렬 4 의 랭 크가 7= 2 임을 알 수 있다.

* 행렬 Roll 있는 2x2 항등행 렬 은 행렬 4 의 1 열과 2 열이 선형 독립임을 보여준다

(이 두 열이 행렬 Co] 포함 된다).

ᆞ 행렬 RoW] 영 행인 3 행을 제거하면 A= CR 행렬 RO] 남는다.

* 3 장에서 다룰 소거법은 행렬 RS 구하는 체계적인 방법 이다.

A= CR} 관한 핵심 내용을 정 리하면 다음과 같다.

ᆞ 행렬 CI 7 개 의 열은 행렬 AQ] 열공간에 대한 기저 를 이룬다.

A= (에 관한 : 행렬 AQ] 열공간 은 / 차원 공간 이다.

주요 사실 ᆞ 행렬 RY / 개의 VS 행렬 4 의 행공간에 대한 기 저 를 이룬다.

: 행렬 AQ] 행공간은 / 차원 공간 이다.

' 기 저 ' 와 ' 차 원 은 나중에 3.4 절에서 정의할 것이다.

들이 행렬 Col) 배치 됨을 살펴 봤다.

들의 MBAS 행렬 에 배치하는 것을살펴본 다.

ᄋ행렬 AS A= CRE 분해하는 것은 매우 중요 하다. 행렬 CE 행렬 4 의 7 개의 선 형 독립 인 열

로 이루어진다. 행렬 RE 행렬 CO SSS 어떻게 선형 결 합하면 행렬 AS 만들 수 있는지를

알 려 준 다 (행렬 4 의 / 개의 So] 행렬 Co] 있으므로, 행렬 은 항등행렬 모양 을 포함 한 다). 3 장

에서는 행렬 Aol] 소거 법 을 적 용하여 행렬 을 계산하는방법을 배운다. A= (은 선형방정식

42 = / 를 푸는 문제의 열쇠가 될 것이다.

(A2| 열 ) x (B2| 행 ), (C2| 열 )× (의 행 )

행렬 을 곱하는 또 다른 방법 이 있다. 이 방법 은 ABS 계산할 때, 식 (16) 과 같이 행렬 의 열과

행렬 BY] YS 곱하는 것이다.

1.4 행 렬곱 ABS} (2_ 63



| elias 2 = ' : ;@ > | : 1! [09 ... yD (16)

a,b, = 벡 터 의 외 적 (646 product)ole} 한 다 .* 행렬 a,b, ( 열 ) x ( 행 )` 이므로 랭크가 1 이 다

외적은 '( 행 ) x ( 열 )' 인 내적과 완전히 다르다. 만약 4 가 mxn 행렬 이고 2 가 nx / 행렬이면

'(4 의 열 ) x (의 행 )' 의 Be 내적 '(4 의 행 ) ᆞ (B9 열 )' 로 구한 ABS 결과가 같다.

ABE 동일한 70 번의 작은 BS 포함 하지만, 다음과 같이 방법 에 따라 서로 다른 순서 로

ᆞ ( 행 ) ᆞ ( 열 ) : mp2] 내적 이 필 요 하고, 각 내 적 은 / 번의 곱셈이 BAS 72742 번의 곱셈

ᆞ ( 열 ) x ( 행 ) : 랭크 1 ASS nh 더하고, 랭크 1 행렬 하나를 만드는 데 70/ 번의 곱셈이

필요 (총 mnp de] 곱셈)

LA) Go! 고 1 4

( 열 ) x ( 행 ) 방법 25 | |= 2\([7 8 9]+ |5| [10 11 12]
10 10802

3 6 3 6

7 8 9] |40 44 48 47 52 57

(랭크 1 행렬) + (랭크 1 행렬) = |14 16 18|+ |50 55 60|= |64 71 78|= AB

21 24 27] _ ᅵ 60 66 72 81 90 99

위의 예 에서 mnp = 3 - 2 - 3= 18 이 다. 두 번째 SoA] 두 3x3 행 렬 의 모든 성분을 구하기

위해 18 번 의 BAIS 했다. 그다음 9 번의 덧셈을 하여 정확한 답 ABS 얻었다.

이 절에서 배운 내 용을 상기 하 면 위 예 에서 ABS] 랭크는 2 이 다. 즉 42 는 2 개의 선 형 독립?

열과 2 개 의 선형 독립 인 행을 갖는다. 이후의 장에서는 랭크 2 가 의 미하는 다른 결과를 살펴

것이다. 2 장 에서는 3 × 3 행렬 ABS] 랭크가 2 이면 이 행렬의 역 행 렬 이 존재하지 않는다는 사

에 대해 알 아 본다. 또한 5 장 에서는 3 × 3 행렬 ABS 랭 크 가 2 이면 행 렬 식 (06!60010300 이 0 이라

는 사 실 에 대해 알아 본다.

u
it

 
ᄃ

머
스

행렬 R 에 대한 참고사항

놀랍게도 A= CRIA RS 이미 선형 대수학 에서 굉장히 유명한 행 렬 이다. Re 행렬 AS

3 (옮긴이) 이 책에서 의 외적 (046 produc 몰리학 에서 플레밍 의 왼손법 칙 ( 미 601686 left-hand ᄆ 010) 에 나오는 벅
터곱 (055 product)o} 아니라, 벡 터 간의 텐 서급 (6050 0『00000 이 다.
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기 약행 ACH2|B (reduced row echelon 1077) 이라고 한다. 이는 \14&671.408 에서 명령어 rref (A)

로 구현할 수 있으며, 기약행 사다리꼴 행렬 의 (』;- ᅳ >7) 개의 행은영벡터가 된다.

행렬 분해 4 = CRE 선형대수학 에서 아주 중요 하다. 이 절의 연습문제에서는 다양한 형태의 a

BRS 확인할 수 있다. 행렬 의 7 개의 열에는 항등행렬 모양이 포함 된다. 행렬 co} 행렬

Ro] 각 SS BA 행렬 AS 만들 수 있다. Ryo 대해서는 3 장에서 자세히 살펴본 다.

Gas) 다음과 같은 행렬 A= (에 대한 식을 보자.

0 3 |= cr

21: 0; 는 행렬 의 선형 독립 인 열 이다. 행렬 4 의 3 열은 2,3} 2,9] 선형결합 이므로 선 형 종

속이다. 따라서 3 열은 1 열과 2 열에 의해 생성 된 평면 위에 있다. 세 행렬 4, C, 쏘은 모두

랭크가 3 이 다. PAH CRE 구하기 위해 앞서 살펴본 ( 열 ) x ( 행 ) 방법을 이용하면 다음과

같다.

(C2] 열 )× (의 행 ) CR =a,(1 0 3]+a,[0 1 4]= [01 4 301+ ᅮ 402] = A

계산하는 4 가지 방법 : (3 x 2)(2 x 4) = (3 %> 4)

(4 의 ? 행 ) ᆞ (2 의 & 열 ) = 수
i=1,2,3 k=1,-+,4 (12 72] 수)

Ax(B2] & 열 )
2=1,...4

@ ( 열 )×( 행 ) 방법

Recta Sears 기i 기 카우 이은 7) = 랭크 1 행렬
z jan (2 개의 행렬)
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1.4 연습문제

:1. AB= < 와 같은 행렬 꼽 을 구하는 4 가지 방법 의 BB 작성 하라. 단 , AS m
행렬 이다. AB= CS 계산하기 위해 얼마나 많은 내적 계산, 열과 행 , 랭크 1 행 렬 이 필요한가? 4 가

지 방법 모두 에서 곱 셈 은 총 /7772/ 번 이다.

2. A=[a a 0)] 와 같이 행렬 의 모든 열이 동 일하고 ax OF 때, 와 RS 구하라.

5. 7742] 열과 47H] BS 가진 행렬 .4 가 5 개의 선 형 독립 인 열을 갖는 것이 불가능한 이유는 무엇 인가?

이 문제 는 꽤 유용 하다.

6. 2S 열에서 오른쪽 열로 이동하면서행렬 의 각 열의 선형결합이 이전 열들의 선형결합이 아닌

은 2

ax

, 그 열을 행렬 의 빈칸에 채워라.

2-2160 2

A=|l 1-0 2 0|, C= |

3 -3061 3

7. [문제 6] 에서 4= CRO] 되게 하는행렬 을 구하라. 행렬 CL] 열이 / 개이면 행렬 oO} 행도 r7HO|

다. 행렬 의 5 개 BS 행렬 Cl 열에서 행렬 의 5 개 AS 생성하는 방법을 알려준다.

8. 행렬 AE 3 개의 선 형독립인 SS 갖는다. 따라서 행렬 (도 동일한 3 개 의 열을 갖는다. .4 = (“이

그
무

ia | gf Ba

되게 하는 행렬 RS 무엇 인가? 또 B=CRO[et 할 때는 무엇이 달라지 는 가?

A= , B=

= = 2
6

> oo
n

n
r
 

-
&

 
d

O
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9.

10. AS 4×5 랜덤행렬이라 가정 하자. [문제 9] 를 참고 하 0

15. A=CRO|D 행렬 C= 개의 선형독립 인 SS

AZ 4x4 랜덤행렬이라가정 하자. 행렬 40] 열들이 ' 선 형 독 립 ' 일 확 률 은 1 이 다. 이 경우 A= 에

서 행렬 (와 의 특징에 대해 설명 하라.

at} 랜 덤행렬 이 론 (30000 matrix theory)S 응용 선형대수학에서 아주 중요하 다 (특히 매 om응응 개.
큰 행렬의 곱셈 ABO! 계산이 복잡한 경우). ' 확률 1' 의 예로는 무작위 로 rial nik 선택하는 것이

있다. 2 개 의 수를 무작위 로 선택할확률은 1 인 것처럼 보이지만, 실제로 SAL 수도 있다. [문제

10] 은 이러한 유형 의 또 다른 예이 다.

A= 에서 확률 1 인 경우에 대한 < 와

로 이 동 하면서행렬 4 의 SS 행렬 < 에

fe}

RO| 특징 에 대해 설명 하라. 특히 왼쪽 열에서 오른쪽 열

2포함시킬 때, BS A] 어떤 열이 이전 열들과 선형 독 립 일까?

지며 행렬 RS > 개의 선형독립인 행을 갖는다고

가정 하자. 이때 A= CR = (mxr 행렬 )(> xn WAS 구성하기 위한 다음의 각

라 .

[1 단계 ] 행렬 4°] 모든 열은 행렬 의 열들의 선형 결 합이다

[2 단 계 ] 행렬 의 모든 BES 행렬 의 BSS] 선형결 합 이다. 행렬 A] 1 행은 어떤 행들의 선형결

합 인가?

[3 단 계 ] (행렬 C2] 열의 개수) = (행렬 의 행의 개수)

[4 단 계 ] 열 HAE 행 랭 크 와 같다. 행렬 AY 선형 독립 인 열의 개 수는 행렬 A] 선형 독립 인 행의

개수와 같다.
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16. 다음 물음 에 답하 라 .

송 여고 irs

(a) 벡터 ABr= 행렬 .44 의 열공간을 생성 한다. 벡터 ABr7t 왜 행렬 AQ| 열 공간에도 포함 되

지를 증명 하라. (ABr = .4/ 를 만족하는 벡터 가 존재 하는가?) 결 론 적으로 행렬 AY 열공

은 행렬 .44 의 열공간을 포함한 다.

a ᄒ 를 구하라 ( 영베(6) 행렬 ABS] 열공간이 오직 영벡터 만 갖게 하는 영행렬 이 아닌 행렬 와 BS 구하 라 ( 영 백터 는

가장 작은 열공간이 고, 영행렬은 모든 성 분이 0 인 행렬 이다)

17. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별 하고, 그 이유를 설명 하라.

모두 1 일 때, ABQ} 랭 크 는 1 이 다.t

(6) 3x3 행렬 4, BO} 랭크가 모두 3 때, ABO) HAL 3 이 다.

(0) 모든 2x2 행렬 Boll 대해 44 = 24 이 면 , A= |! 이 -2/ 이 다단, c= 어떤상수 이다).

4= ᄋ / 일 때만 모든 행렬 Boll 다해 교환법칙이 성립 한다.

18. 이 장에서는 결합법칙 (44)<=.4(#6:) 의 특별한 ofS 다음과 같이 언급 했다.

(a) 먼저 ABS 계산 ( 행 교 환 ) 하 고, BCS 계 산 ( 열 교환 ) 하 라 .

(6) 이제 이중교환 을 계산해 보자. 행을 먼저 교 환 하는 (42) 와 SS 먼저 교 환 하는 A(BC)S 각각

각 계 산하고 두 결 과가 동일 함을 확인 하라.

19. 식 (16) 에 있는 ( 열 )×( 행 ) 을 이용해 다음 AB, BAS 계산 하라.

1 40 111441100

011 OF a) ike

00111111001

20. 행 렬 의 크기 가 4400=(4×3)(3×2)(2×1) 일 때 (AB)C2} A(BC)S 계산하는 데 몇 번의 곱셈

이 필요한가? 참고로 두 SPI 횟 수는 다르다.

1 0.0

42=|110 , BA=
1
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1 장에 대한고찰

대부분의 교재에는 저자의 생각을 담을 수 있는 공간이 없다. 그러나 이번 6 판을 시작하는 데

많은 결정을 하여 별도의 공간을 마련 했다. 이 장에서는 의도적으로 선형독립성과 랭크에 대해

논의 했다. 이번 집필을 하는 데 큰 영향 을 미친 8 가지 ABS 다음과 같다.

이 과 목 을 쉽게 만드는 것은 무엇 인가? 모든 방정 식은 선형 이다.

이 과목을 어렵게 만드는 것은 무엇 인가? 수많은 방정식과 미지수, 아이디어

이 책에서 다루는 예들은 크기가 작다. 그러나 예를 들어 엔진의 여러 지점에서의 온도를 구하고

자 할 때, 모든 지점에서 방정식 이 존재 한다. 따라서 쉽게 말하면 > = 1,000 개의 미지수가 만들

어 진 다.

핵심은 행렬로 한번에 처 리하는 것이라고 생각한 다. Ar = / 는 모든 크기의 BAS 수용하는 데

완벽한 형 식 이다. 선형성은 기호 .4 에 내재되어 있고, 선형성의 규칙은 4( ᄒ + ᄒ ) = Av + Ay

이다. Ax = 62] 72 개의 방정식은 다음과 같이 각각 평 면을 나타낸다.

10 개 의 평 면 이 11 차원 공간에서 만나는 것을 시각화 하는 데는 심각한문제가 있다. 희망사항은

자르면서 통과해 야 한 다 (그러면 11 개의 방정 식 이 avec.

다음은 mx n 랜덤행렬 에 대해 기 대하는 바이다.

m <n 경우 : 아마도 72 개 의 방정식 Ax = 52] 해가 많이 존재할 것이다.

^ =n 경우 : 아마도 방정식 Aw = & 의 해가 하나 존재할 것이다.

^ > # 인 경우 : 아마도 해가 존재하지 않을 것이다. 방정 식의 개수 mo} 미지수의 개수

보다 많다.

그러나 이 결과가 반드시 성 립하는것은 아니다. 행렬 A 어떤 Se 이전 열들의 선형 결 합일

수 있기 때문이 다. 즉 새로운 방정 식 이 아니다. 어떤 방정 식 은 이전 방정 식들의 선형결합일 수

있다. 랭크 은 방정식 문제의 실제 크기 를 알려준다. 아름다운 공식은 랭크 rS 갖는 3 개의 행

렬 4, C, RE 나타낼 수 있 다 (4 = CR = (mx r)(rx n)), 주의 할 AS 행렬 의열 중에서

행렬 Co] 그대로 들어간 열은 행렬 의 내부에 있는항등행렬 7 와 곱해 진다는 것이다.

1 장 에 대한 고찰 ᅳ



이제 마지막으로 아주 중요한 결합법칙 (AB)C= A(BC)S 살펴보 자. 행렬 Coll 하나의 열이

있다고 가정하면 다음과 같다.

ᆞ ABE 열 40, ... , .40, 을 갖고 (42)6 는 c,Ab, + ... + ᄋ ,40, 이 다.

ᆞ Bot 1 개의 SB cb, + ... +6,$, 을 갖고 A(Be) = 4(061+ ... + ᄋ ,*,) 이 다.

+ 선형성에 따라 두 합은 같다. 따라서 (42 )6= 4(#6) 이 다.

ᆞ 행렬 Co] 모든 열에 대해서도 성립 한다. 따라서 (AB)C = 4(40) 이 다.

주의할 AL Ax, AB, CR 대해 설명할 때, 행렬 A 또는 CI] 열들의 선형결합을 이용한다

는 것이다. 즉 행들의 내적으로 설명하지 않는다.
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