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5.13×3 행렬식과 여인수

5.2 행렬식의 계산과 응용

5.3 행렬식을 이용한 넓이와 부피 계산



정사각행렬의 행렬식(determinant)은 아주 놀라운 수이다. 행렬식이 detA= 0이면 행렬 A의 열

벡터가 선형종이라서 A는 비가역행렬이 된다. 만약 detA≠ 0이면 A-'의 공식에 행렬식으

로 나누는 연산이 포함된다. 5. 1절에서는 먼저 3X3 행렬식을 구하고, detA와 역행렬을 계산하

기 위한 '여인수 공식'을 다룬다.

detA를 구하는 3가지 유용한 방법이 있다. 첫 번째 방법은 소거 과정 이후에 식 PA=LU에서

행렬 U의 피벗들을 곱하는 것이다. 항상 det=1 또는 -1이고 det=1이다. 그러므로 행

렬 U의 피벗들의 곱은 detA 또는 detA이다. 이 방법이 보통 가장 빠른 방법이다.

두 번째 방법은 크기가 "1인 행렬 A의 행렬식(즉 A의 여인수(cofactor))을 이용하는 것이다.

이 방법은 역행렬 A-'를 구하는 공식으로 이어진다. A'의 (i, j) 성분은 (j, i) 여인수를

detA로 나눈 것이다.

detA를 구하는 세 번째 방법은 "개의 항을 더하는 것이다. 각 항은 행렬의 위에서 아래로 향하

는 경로를 내려가면서 성분들을 곱한 것이다. 이때 모든 행과 열에서 단 하나의 성분만 선택하여

총 "개의 성분을 곱함으로써 하나의 항을 구성한다. 각 항의 부호는 열들을 교환한 횟수가 홀수일

때만 바꾼다. 예를 들어 3X3 행렬은 6개의 경로를 가지므로 6개의 항이 생긴다.

5.2절에서는 detAB= (detA)(detB)와 같은 행렬식의 중요한 성질을 다룬다. 이 중요한 성질

을 증명하기 위해, 행렬식의 기초가 되는 3가지 간단한 성질로 시작한다. 이 3가지 성질로부터

Ar=b의 해를 구하는 크레이머 규칙(Cramer's rule)을 비롯한 나머지 모든 성질들이 유도된다.

5.3절에서는 기하학으로 넘어가 "차원의 기울어진 상자(tilted box), 즉 평행육면체의 부피에 대

해 다룬다. 에지행렬(edge matrix) E의 열벡터는 (0, ..., 0)에서 뻗어나가는 "개의 에지(edge)

를 나타낸다. 그러면 평행육면체의 부피는 Idet가 된다. 이 사실은 기하학과 선형대수학을 연

결한다.

n이 장에서는 다양한 공식을 다룬다. "X" 행렬 A를 "차원 공간의 도형을 구성하는 모든 점에

곱하면 또 다른 도형이 만들어진다. 예를 들어 정육면체는 평행육면체로, 원은 타원으로, 구는

타원체로 바뀔 수 있다. 변환된 도형의 부피를 원래 도형의 부피로 나누면 항상 IdetA이다.

행렬식은 계산이 그리 어렵지만 않다면 우리에게 많은 정보를 알려준다.
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5.13×3 행렬식과 여인수

1. A== [80]의 행렬식은 ad-bc이다. 특이행렬 [4
2a

의 행렬식은 0이다.

2. 행 교환은 부호를 바꾼다. 행 교환행렬 P를 곱한 PA= [1] [20] = [ga]의 행렬
식은 detPA=bc-ad=detA이다.

3. [xa + yAxb+yB
c d

의 행렬식은 r(ad-bc)+y (Ad-Bc)이다. 행렬식은 1행

에 대해 선형적이다.

2c

4.3×3 행렬식은 식 (1)과 같이 3! = 6개의 항을 갖는다. 이 항들은 식 (4)와 같이 여인수

를 이용하면 3개의 항으로 분리된다. 이 여인들을 detA로 나누면 식 (7)의 4가

된다.

행렬식의 공식은 매우 아름답지만 계산하기는 쉽지 않다. 이 절에서는 3X3 행렬만 다루며, 행렬

식으로 역행렬 A-'를 유도할 것이다(A'를 구하는 공식은 1~4장에서 다루지 않았다). 일단

다음과 같이 2×2 행렬로 시작해보자.

det[] 2]=1, det[21]=-1, det[20]=ad-bc, det[a8)=bc-ad

위 4가지 예는 중요한 규칙을 보여준다. 우선 두 행을 교환하면 행렬식의 부호가 바뀐다(두 열을

교환하는 경우도 마찬가지이다). 이 규칙은 다른 크기의 행렬에도 적용된다. 또한 행렬식이 0이

면 역행렬은 존재하지 않는다.

2×2 행렬 A=-[8]에서 detA=0이면.
a

== 0이다. 즉 행렬의 열들이 서로 평행하다.

"X" 행렬의 경우, detA=0은 행렬 A의 열들이 선형독립이 아님을 의미한다. 즉 어떤 열들

의 선형결합이 영벡터가 될 수 있다(0일 때 Az=0). 그러면 A는 비가역행렬이다. 이제

행렬식을 정의한 다음, 더 많은 성질에 대해 알아보자.

3X3 행렬식

2×2 행렬의 행렬식은 ad - bc로 계산하기 쉽지만 4x4 행렬은 계산하기가 쉽지 않다. 이 경우

에는 소거법(혹은 컴퓨터)을 이용하는 것이 좋다. 3X3 행렬의 행렬식에는 3!= 6개의 항이 있으

므로 직접 손으로 계산할 수 있다. 이제 그 계산법에 대해 알아보자. 참고로 모든 치환행렬의 행

렬식은 1 또는 -1이다.

5.13×3 행렬식과 여인수 281



항등행렬(det/= 1)로 시작하여 두 행을 교환하면 행렬식은 -1이 된다. 여기서 다시 한 번 행

을 교환하면 행렬식은 +1이 된다. 이와 같은 방식으로 6개의 치환행렬을 모두 만들 수 있다.

즉 행의 교환은 다음과 같이 행렬식의 부호를 바꾼다(+1에서 -1로, 혹은 -1에서 +1로).

1['..][
1

det = +1 -1

][.
1

1 1

+1 +1 -1

행렬 A의 두 행을 교환하면, 예를 들어 1행과 2행을 교환하면 행렬식의 부호가 바뀐다. 이 성질

을 모든 행렬식에 대해 적용한다. 다시 말해 행 교환은 detA에 -1을 곱하는 것이다.

위 행렬의 각 행에 어떤 수를 곱하면 행렬식은 이 수들을 곱한 값이다. 3개의 행을 차례대로

abc, pqr, zyz라 가정하자. 그러면 행렬식은 다음과 같다.

b b

[..][•][- ° ][ ° -][. q r

y y

det = +aqz -bpz +brx -cqx +cpy -ary

마지막으로 가장 강력한 성질은 행렬 A의 행렬식이 각 행에 대해 선형적이라는 것이다. 나중에

식 (4)에서 살펴보겠지만, 위와 같은 6개 행렬식을 더할 수도 있다. 다음 그림의 화살표를 따라가

면 각 항의 부호를 쉽게 기억할 수 있다.

det = P

전

b

6개의 간단한 행렬식을 조합하면 detA가 된다.

+agz + brx+cpy-ary-bpz-cqx

+

(1)

여기서 주의할 점은 6개의 항이 모두 각 행에서 하나의 성분만 포함한다는 것이다. 또한 각 열에

서도 하나의 성분만 포함한다. 3×3 치환행렬은 6개 존재할 수 있으므로, detA에는 63개의

항이 존재한다. 이와 비슷하게 4×4 행렬식은 4!=4×3×2×1=24개의 항을 갖는다.

이제 크기 1, 2, 3, 4인 경우의 예를 살펴보자. 저자가 가장 선호하는 행렬은 주대각선에 2가

있고 주대각선의 위와 아래에는 -1이 있는 형태의 행렬이다. 다음은 "= 1, 2, 3인 경우의 예

이다.
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A₁ = [2] =

-

-1 0

2 -1

-1 20

2

det A₁ = 2

As =

detA=4-1=3 detA38-2-2-4

detA=4일 때의 6개의 항은 무엇인가? 주대각선으로부터 얻는 하나의 항은 2.2.2=8이

고 나머지 5개의 항은 다음과 같다.

[-][+]
-1

+-]
각각의 행렬식은

-2, 2, 0, 0, 0

따라서 6개 항의 행렬식을 모두 더하면 8-2-2-4이고, 이 값이 detA이다. 규칙을 잘 살펴

보자. != 3!= 6개의 각 항은 모든 행과 열에서 각각 하나의 성분만을 가져온다. 만약 이 성분

들 중 하나라도 0이면 그 항은 0이 된다. 행렬 안에 0이 많을수록 detA의 계산은 훨씬 쉬워진다.

이제 24개의 항을 갖는 4×4 행렬 A로 넘어가자. 4x4 행렬식은 두 3×3 행렬식으로부터

만들어진다.

2-1

2- - -1

2-1

A4
-1 2-1

det A4 2 det -1 2- ・(-1) det

-1 2 0 2-1 (0-1
2

-1 2

2, 3, 4행으로 만들어지는 3X3 행렬식은 1행의 2, -1의 여인수이다.

마지막으로 1, 3, 4열에서 가져온 3X3 행렬식에 대해 알아두어야 할 사실이 있다. 식 (2)에서

이 행렬식은 행렬 A의 1행, 2열에 있는 수-1과 곱해진다. 그러나 식 (2)에는 또 하나의 '수수

께끼 같은 -1(음수 부호)'이 있다. 이 음수 부호는 왜 발생하는 것인가? 그 이유는 1행, 2열의

위치가 - (음수 부호) 위치이기 때문이다(1+2가 홀수이므로). 앞서 살펴본 2×2 행렬식의 경

2)

여기서 주의할 점은, 행렬 A의 1행에 있는 수 2는 다른 행들로부터 만들어지는 3×3 행렬식에

곱한다는 것이다. 이때 각 항은 모든 행과 모든 열에서 하나만 가져온다. 2는 1행 1열에서 가져

온 수이다. 따라서 2는 2, 3, 4행과 2, 3, 4열로 만들어지는 3X3 행렬식에 곱한다. 이렇게

만들어진 3X3 행렬이 바로 행렬식이 4인 행렬 A이다.

식 (2)의 마지막 3X3 행렬식도 행렬 A의 2, 3, 4행을 사용한다. 행렬식 앞에 곱해진 수-1

은 1행, 2열에서 가져온 수이다. 따라서 해당 3×3 행렬식은 1, 3, 4열에서 가져와야 한다.

이렇게 만들어진 3×3 행렬의 행렬식이-3이다(직접 확인하라). 결과적으로 행렬 A의 전체

행렬식은 8-3=5가 된다.
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우에 부호 규칙은 다음과 같다(bc 앞에 음수 부호가 있다).

det[20]=det[aa] + det[0]=ad-bc

Al, A2, A3, A의 행렬식은 각각 2, 3, 4, 5이다. 따라서 detAs = 6이라고 추측할 수 있

다. 실제로 앞서 살펴본 아이디어를 적용하면 detAs=2. detA-detA=2.5-46이

다. 이와 관련한 설명은 나중에 한다.

여인수와 A의 공식

aqz와 같은 항을 6개 가진 3×3 행렬식과 관련하여, 행렬식과 역행렬에 대한 '여인수 공식'이

있다. 이 공식의 아이디어는 3×3 행렬을 2x2 행렬로 축소하는 것이다. detA의 6개 항들 중

2개는 1행의 Q로 시작하고, 다른 2개는 1행의 b로 시작하며, 또 다른 2개는 1행의 C로 시작한다.

여인수 공식

3X3 행렬
detA=a(qz-ry)+b(rz-pz)+c(py-qz)

식 (4)의 각 항에서 1행의 a, b, c를 분리해 3개의 여인수를 얻었다. 각 여인수는 2x2 행렬식

이다. 1행 1열에 있는 성분 a는 2, 3행과 2, 3열로 만들어지는 여인수(2x2 행렬식)를 갖는

다. 앞서 언급했듯이, 각 행과 열의 성분은 한 번만 사용된다. 1행, 2열에 있는 성분 b는 여인수

rr-p2를 갖는다. 이때 사용된 행과 열은 2, 3행과 1. 3열이다. 그러나 실제 2×2 행렬식은

pz-z여야 한다. 여인수 C12의 부호(土)가 바뀌었는데, 그 이유는 1+2가 홀수이기 때문이다.

여인수 C의 정의와 (-1)'+' 부호 규칙은 다음과 같다.

• (i, j) 여인수 C를 계산하기 위해, 행렬 A에서 i행, 열을 제거한다.

• C는 (-1)'+'와 (제거하고 남은 크기가 "1인 행렬의 행렬식)의 곱이다. (5)

•행에 대한 여인수 공식은 detA=ain Cin+ ... + ain Cim 이다.

핵심은 detA를 계산할 때, 4에 곱해지는 수가 바로 여인수 C라는 사실이다. 2×2 행렬의

[a b

여인수는 (-1)'+'와 1x1 행렬식 d, c, b, a의 곱이다. 이때 행렬 A= le 의 여인수는

d

여인수행렬(colactor matrix) C=1-6-8] 안에 있다. 놀라운 사실은 A와 CT의 곱은 detAb

와의 곱과 같다는 것이다.
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(6)ACT== [ad-bc 0

ad-bc]-oc] = [detA
0

(det A)I
0 det A

식 (6)을 detA로 나누면, 다음과 같이 역행렬 A-'를 구하는 공식을 얻는다.

역행렬 공식 A-¹=
CT

det A

(7)

식 (7)은 이 공식은 가역행렬의 행렬식이 0이 아닌 이유를 보여준다. 행렬 CT는 detA로 나누어

(CT안의 크기(n-1)인 여인수)
야 한다. 역행렬 A-'의 모든 성분은 두 행렬식의 비율, 즉

(크기인 detA)

detA이다.

식 (8)의 예는 행렬식이 1인 경우이다. 따라서 A-'는 정확히 CT= 수반행렬(adjugate matrix)'

이다. C32가 3행과 2열을 제거한다는 점에 주목하자. 제거하고 나면 행렬식이 1인 2×2 행렬이

남는다. (-1)2+3=-1이므로, 이는 CT에서 -1이 된다. 이 값은 2행 3열 위치로 들어간다.

A-'의 예
[1 1 1

1

(행렬식) = 1

여인수행렬 CT

= 0 1 1

0 0 1

[1 -1 0

= 0 1 -1 =

0 0 1

CT
(8)

행렬 ACT의 주대각성분은 항상 detA이다. 이 결과가 바로 여인수 공식 (5)이다. [연습문제 18]

에서는 ACT의 주대각성분이 아닌 성분들이 왜 항상 0인지를 보일 것이다. 이 수들은 서로 동일

한 두 행을 가진 행렬의 행렬식이 되기 때문에 자동으로 0이 된다.

여인수 C31은 3행, 1열을 제거하고 계산한다. 이 계산에 따라 식 (8)의 3×3 행렬에서 1로만

이루어진 2×2 행렬만 남는다. 이 2×2 행렬의 행렬식은 0이다. 이 값이 역행렬 A의 행

3열 위치에 있는 0이다. 행렬 A에서 2A로 2배가 되면 행렬식은 2.2.2=8배가 된다. 여인

4CT
수행렬 C 안의 모든 여인수는 2.2= 4배가 된다. 따라서 (2A)-1=

Al

8det는 2

-가 된다.

-1, 2, -1 삼중대각행렬

여인수 공식에서 "X" 행렬식은 크기가 (2-1)인 여인들로 줄여서 계산한다. 삼중대각행렬인

-1. 2 -1 행렬은 1행에 0이 아닌 성분이 단 2개(2-1)뿐이므로 좋은 예가 된다. 따라서

1(편집자) 여인수행렬의 전치행렬을 수반행렬이라 한다.

2 (편집자) 주대각선에 2가 있고 주대각선의 위와 아래에는 -1이 있는 형태의 행렬로 앞서 언급한 바 있다.
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-1행렬식을 구할 때 1행에 대해 단지 2개의 여인수만 계산하면 되고, 이에 따라 A,, - 과 AM-2가

나온다. 이제 다음과 같이 -1.2.1 행렬 A의 행렬식을 통해 이 과정을 살펴보자.

2-1 0 0

1 2-1

det

0-1 2-1

2-1 0 -1 -1 0

=2.(-1)'+'det 1 2-1 -1.(-1)1+2det 0 2-

.

위 식의 우변에서 첫 번째 항은 2detA-1이다. 두 번째 항에는 행렬 A의 (1, 2) 위치에

있는 -1이 있다. 두 번째 항에는 (-1) 1+2 -1도 있는데, 이는 모든 여인수에 있는 부호

(-1)'+'에 해당한다. 마지막 여인수의 (1, 1) 위치에 -1이 있으므로, 결국 두 번째 항에서 3

개의 -1이 생긴다. A의 마지막 여인수는 크기가 " - 2인 자기 자신의 여인수를 보여준다.

이 행렬이 바로 An-2이다.

detA=2detA„-1-detAn-2

앞서 직접 계산을 통해 "= 1, 2, 3, 4에 대해 detA = 2, 3, 4, 5임을 확인했다. 이 결과는

detA=5=2.4-3이 되는 것처럼 식 (9)에 잘 들어맞는다. 그러나 이제 모든 "에 대해

detA="+1이 됨을 알아냈다. 이때 2+1=2n- (n-1) 이므로, 이 결과 역시 식 (9)와

일치한다.

여인수 공식은 행렬의 많은 성분이 0일 때 사용하기 편리하다. 그래야 항의 개수가 적어지기 때

문이다. 0이 아닌 성분이 많은 행렬의 경우에는 또 다른 좋은 방법이 있다. 이 방법은 소거법을

적용하여 L과 U에서 쉽게 행렬식을 계산하는 것이다.

5.1 연습문제

※ [문제 1~5]는 행렬식의 규칙에 관한 문제이다.

1. 4x4 행렬 A의 행렬식은 detA=이다. det(2A), det(A), det(A²), det(A-1)를 구하라.

2.3×3 행렬 A의 행렬식은 detA=-1이다. det (A), det(A), det(A²), det(A-1)를 구하라.
만약 detA=0이면 답은 어떻게 바뀌는가?

5장. 행렬식
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3. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라(참이면 이유를 제시하고, 거짓이면 반례를 찾으라).

(a)/+ A의 행렬식은 1+det A이다.

(b) 4.A의 행렬식은 4detA이다.

(C) AB-BA의 행렬식은 0이다. A= [01]을 예로 사용하라.

4. 행을 교환하면 detA의 부호가 바뀐다. 어떤 행을 교환해야 다음과 같은 '반대 항등행렬(reverse

identity matrix)'와 J가 13|= -1.11+1을 만족함을 보일 수 있는가?

[001

det=det 010--1. det J₁ = det
1 0 0

[0001

0 0 1 0

0100

1 0 0 0

=+1

5. "=5. 6. 7일 때, '반대 항등행렬'에서 행 교환을 몇 번 해야 항등행렬 "이 되는가? 모든 det J„

에 대한 규칙을 만들고, J의 행렬식이 +1인지 -1인지를 예측하라.

6. 본문의 식 (1)에서 +agz (주대각선), -cqz (역대각선)와 같은 6개의 항을 찾으라. 그리고 이 6개의

항을 결합하여 다음 행렬 A, B, C의 행렬식을 구하라.

1-1 0 [2 1 4

A= 1 1-1 B=428

[1 2

C=456

-1 1. [6 3 12] [789]

7. (1행)= [abc]를 (2행)= [pqr]에 더하여 새로운 2행 [p+ag+br+c]를 얻었다. detA에

대한식 (1)을 이용해 원래 행렬과 새로운 행렬의 3X3 행렬식이 변하지 않음을 보여라. 다음은 이

사실을 보이는 또 다른 방법이다.

(1행) [(1행) (1행) [(1행)]

det (1행)+(2행)

(3행)

=det (1행)+det (2행)=0+det (2행)

(3행) (3행) (3)

8. detAT=detA임을 보여라. 이를 증명할 때 A와 AT의 3X3 행렬식은 brr 형태의 동일한 6개 항의

합이라는 사실을 이용하라. 당연히 모든 치환행렬 P에 대해서도 det.p=detP가 성립한다.

9. 다음 행렬의 행렬식은 0. 1. 2. 3 중 무엇인가?

[001

A=100

10 1 0]

01 1 [1 1 1

B=101

1 1 0

C= D=010

1 1 1

3]

5.1 연습문제
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10. 행렬 A의 모든 행에 대해 각 행의 성분들을 모두 더하면 0일 때, Ar=0 을 풀어서 detA=0임을

증명하라. 만약 각 행의 성분들을 모두 더할 때 1이 되면 det(A-1)=0임을 보여라. 이는

detA=1임을 의미하는가?

11. P가 치환행렬인 경우, det(P.Pa) = (detPi) (detP2)가 성립하는가? 항등행렬에 도달하기 위해

P은 2번의 행 교환이 필요하고, P2는 3번의 행 교환이 필요하다면, 왜 P.P2는 1에 도달하기 위해

(2+3)번의 행 교환이 필요한가? 그러면 주어진 행렬식 계산은 (1)=(-1)(-1)이 된다.

12. 왜 5×5 치환행렬들 중 절반은 (detP=1을 만족하는) 짝수 치환행렬이 되는지 설명하라.

13 랭크 1 행렬 A와 반대칭행렬 B의 행렬식을 구하라.

0 1 3

A= [1-4 5], B=-1 -3-4
04

0

14. 행렬 A의 (i, j) 성분이 ixj일 때, detA=0임을 보여라(단, A= [1]인 경우는 제외). 또한 행렬 A

의 (i, j) 성분이 i+)일 때, detA=0임을 보여라(단, #1 또는 2인 경우는 제외).

15.4×4 행렬 A가 detA=0을 만족하도록 최소의 0을 배치한 행렬 A를 구하라. 또한 detA≠ 0을 만

족하도록 가능한 한 최대의 0을 배치한 행렬 A를 구하라.

16. 모든 여인수가 0이면 행렬 A의 역행렬이 존재하지 않음을 어떻게 알 수 있는가? 모든 여인수가 이

아니면 A는 항상 가역행렬인가?

17. (두 행이 동일한 경우의 여인수 공식) 3×3 행렬에서 (1행)= (2행) = 4, b, c일 때, detA의 6개

항을 모두 작성하라. 행렬식은 0이 되어야 한다.

18. 두 행이 동일한 행렬은 왜 특이행렬인가? 이 경우 detA=0이 된다. 어떤 행에 대한 여인수와 다른

행에 있는 수를 결합하면, 동일한 행을 가진 행렬 A의 행렬식 det A'를 계산할 수 있다. 이 경우

detA=0이다. 이 결과가 ACT= (detA)/의 주대각성분이 아닌 모든 성분이 0이 되는 이유이다.

19. 여인수 공식 ACT=(detA)/를 이용해 detC= (detA)"-'임을 보여라.

20. detA=1이고 행렬 A의 모든 여인수를 알고 있다고 할 때, 행렬 A는 어떻게 구할 수 있는가?

5장. 행렬식
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5.2 행렬식의 계산과 응용

1. 유용한 사실: detA=detA, detAB= (detA)(detB), detQ|=1

2. 소거행렬 E의 행렬식은 detE=1이므로, detEA=detA이다.

3. 크레이머 규칙은 행렬식의 비율로 = A-1b를 구한다(느린 방법).

4. detA= ±(A= LU의 피벗들의 곱)이다(훨씬 빠른 방법).

5. detA에 대한 '큰 공식(big formula)'은 "!개의 치환행렬로부터 얻는 "개의 항을 포함한

다(> 3인 경우 매우 느린 방법).

정사각행렬의 행렬식은 많은 정보를 알려준다. 먼저 가역행렬 A는 detA≠ 0을 만족하고, 특이

행렬 A는 detA=0을 만족한다. Aziz에서 고윳값 와 고유벡터 는 고윳값 방정식

(AI)z=0을 만족한다. 즉 A-J가 특이행렬이고 det(AI) = 0이 된다. 이제

관한 방정식을 얻었다.

전체적으로 보면, 행렬식의 공식은 작은 행렬이나 특수한 형태의 행렬에서 유용하다. 행렬식의

여러 성질을 적용하면 이러한 공식이 더 단순해진다. 예를 들어 행렬이 삼각행렬이나 대각행렬이

라면, 다음과 같이 단순히 주대각성분들을 곱함으로써 행렬식을 계산할 수 있다.

삼각행렬

대각행렬

[a b c]

det 9r=det

2

a

9 =aqz

z

행렬 A를 전치하더라도 행렬식은 변하지 않는다.

(1)

전치행렬 det(AT)=det(A) (2)

행렬곱 AB의 행렬식은 행렬 A, B 각각의 행렬식의 곱이다.

두 행렬의 곱 det(AB) = (detA)(detB)

식 (3)을 대수학적으로 증명하기는 어려우므로 기하학을 이용해 증명할

(3)

것이다.

두 행렬의 합에 대한 행렬식은 각 행렬에 대한 행렬식의 합이 아니다("X" 행렬 /+/로 확인해

보면 /+/의 행렬식은 2가 아니라 2"이다). 식 (2), (3)으로부터 다음과 같은 또 하나의 결과를

얻을 수 있다.

직교행렬 Q의 행렬식은 1 또는 -1이다.

5.2 행렬식의 계산과 응용-289



QTQ=임을 이미 알고 있으므로, (detQ)'= (detQT)(detQ)=1이다. 따라서 detQ는

±1이다.

가역행렬 A에 대해 detA=±(피벗들의 곱) (4)

A = LU이면 detA= (detZ)(detU)=detU이다. 삼각행렬 U의 행렬식은 피벗들의 곱이다.

PA= LU이면 행 교환이 존재하므로 det=1 또는 -1이다(치환행렬), 주대각선 위의 피벗들

의곱 Un Uzz... Um은 행렬 A의 행렬식과 같다. 소거법은 선형대수학을 위한 거의 모든 컴퓨터

시스템에서 행렬식을 계산하는 방법이다. 2장에서 행렬 U를 구하는 데 필요한 계산량은 •번의

곱셈이었다.

3

성질 (1)~(4)의 증명

앞서 살펴본 성질 (1)~(4)에 대한 증명은 다음과 같은 행렬식의 3가지 간단한 성질로부터 시작

한다.

"X" 항등행렬의 행렬식은 det/=1이다.

행렬 A의 두 행을 교환하면 detA는 detA로 부호가 바뀐다.

② (선형성) 행렬 A의 1행이 선형결합 cv+ dw이면, A의 행렬식은 다음과 같이 두 행렬

식의 선형결합이다.

[cv+dw] 20

(2행) (2행)
det =c.det

(2행)
+d.det

(2행) [(nog)] [(nog)]

(5)

다시 말해 성질 2에서 '행렬식은 1행에 대해 선형적이다. 그러면 성질 2에 따라 일반적으로

detA는 모든 행에 대해 선형적이다. 행을 교환한 다음 다시 행을 교환할 수도 있다. 즉 1행이

특별한 것은 아니다.

성질 2로부터 유도되는 간단한 사실을 살펴보자. 행렬 A의 두 행이 동일하면 A의 행렬식은

0이다. 행렬 A의 동일한 행을 교환해도 A에는 아무런 변화가 없다. 그러면 detA=detAl

므로 detA=0이다.

2905장. 행렬식
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이제 성질을 살펴보자.j행에서 행에 d를 곱한 것을 빼도 detA는 변하지 않는다.

(1행) (1행)] (1행

det (2행)-d. (1행)=det (2행)-d(1행)=deta

(ny) [(nog)] (ny)]

(6)

식 (6)은 1행이 고정된 상태에서 2행에 대해 선형적이다. A를 상삼각행렬 U로 바꾸는 소거 과

정은 행렬식을 바꾸지 않는다. 따라서 (행 교환이 없는) 소거 과정은 행렬식을 바꾸지 않고 A를

간단한 형태로 만든다.

행 교환이 없을 때 =det A det U U11 U22' Umm = (피벗들의 곱) (7)

이제 detAB= (detA)(det)를 증명해보자. detB≠ 0이라 가정한다. (A)=
det AB

det B

가 앞서 살펴본 성질 2. 2. 2을 만족함을 보이고자 한다. 그러면 D(A)가 detA와 같음을 알

수 있다. D(A)에 대해 확인되는 3가지 성질은 다음과 같다.

• A=/이면 D(1)=

ни

det B

det B
・이므로 D(1) = 1이다.

② 행렬 A의 행을 교환하면 AB의 행도 교환된다. 따라서 D(A)의 부호도 바뀐다.

② 행렬 A의 1행에 c를 곱하면 D(A)에 C를 곱한 것과 같다. 행렬 A의 1행이 U+ w이면

AB의 1행은 VB+WB이다. 식 (5)는 det(AB)를 두 행렬식으로 분해한다. 따라서

D(A)는 식 (5)를 따른다.

성질 1. 2. 3에 따라 D(A)
det AB

det B
=detA가 성립해야 한다.

Ar=b를 푸는 크레이머 규칙

Ar=b의 해의 성분을 구하는 멋진 아이디어가 있다. 먼저 항등행렬 / 1열을 로 바꾼

다. 이렇게 바꾼 삼각행렬 M 의 행렬식은 이다. M에 행렬 A를 곱하면 1열은 Ar가 되고,

가정에 따라 Ax=b이다. B. 의 나머지 열은 행렬 A와 동일하다.

00 [6] 412 413
핵심 아이디어

AM₁ = B₁

A 10=62422 423 = B.

[301] b3 432 433]

(8)

위 식에서 한 번에 하나의 열씩 곱했다. 을 구하기 위해 식 (8) 의 세 행렬의 행렬식을 가져오면

식 (9)와 같다.
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det B₁

det A
곱셈 규칙 (detA)(z)=detB 또는

식 (9)가 크레이머 규칙으로 구한 의 첫 번째 성분이다. 행렬 A의 1행을 바꾼 것이 B, 이었다.

I와 B를 구하기 위해서는 다음과 같이 와 b를 각각 /와 A의 2열에 배치하면 된다.

1 x1 0]
동일한 아이디어

AM2=B2

[414243] 0220 =141643]=B2

[0131]

(10)

det B2

식 (10)의 양변에 행렬식을 취하면 (detA) (2)=detB2이다. 따라서 2 -이다.
det A

313z+422=2와 5+622=4를 풀려면 다음과 같은 세 행렬식이 필요하다.

2, 4를 각 B에 대입 det A = 34. detB₁ = |24|. detB2 =

B. B의 행렬식은 각각 -4, 2이다. 두 행렬식을 detA=-2로 나누면 다음과 같다.

2

=A-1b 구하기 x₁ = 2. x2 = -1

위 결과를 직접 대입하면 [33] [_2] = [2] 임을 확인할 수 있다.

[정리] 크레이머 규칙

detA가 0이 아니면, 다음과 같이 행렬식을 이용해 Ar=b를 풀 수 있다.

det B₁ det Ba det B

X2=
det A det A det A

행렬 B는 행렬 A의 열이 벡터 6로 대치된 행렬이다.

(11)

nx 시스템(연립방정식)을 풀기 위해, 크레이머 규칙에서는 ("+1)개의 행렬식(A와 2개의

B의 행렬식)을 계산한다. 모든 치환행렬을 포함하는 '큰 공식''에 따라 ("+1)개의 행렬식은

각각 1개항의 합으로 이루어진다. 이에 따라 전체적으로는 (n+1)!개의 항이 된다. 이와 같이

방정식을 푸는 것은 터무니없다. 그러나 이로써 Az=b의 해를 구할 수 있는 명확한 공식을 얻게

되었다.

3 (편집자) 큰 공식에 대해서는 뒤에 이어서 소개한다.
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32 크레이머 규칙은 숫자로 주어지는 예의 경우 비효율적이지만 문자로 주어지는 경

우에는 적합하다. "= 2인 경우, 다음과 같이 AA-1=Alry] = /를 풀어서 A-'의 두

열 2. y를 구해보자.

Ax= == Ay==102] [23] [2]

행렬 A가 두 방정식 모두에 있다. . I2 1 42를 구하기 위해서는 다음과 같이 A와

4개의 행렬식이 필요하다.

|A|=
1 b a 1

마지막 4개의 행렬식의 값은 각각 4. -c.-b, a이다(이들은 모두 여인수이다). A'는

다음과 같다.

d b

x₁ =

a

x2= y₁ =
A A 1/2 =

A-1=
d -b

|A|' ad-bc-6 a

A-'는 행렬 A의 여인들을 포함한다. AA-'=>의 계산에서와 같이, Ar=b의 우변이

항등행렬의 열이면 크레이머 규칙에서 각 B의 행렬식은 행렬 A의 여인이다.

"= 3인 경우에도 이와 같은 여인수를 확인할 수 있다. 다음과 같이 Ar= (1,0,0)을 풀어

서 A-'의 1열을 구해보자.

1 412 413 411 1 413 a11 412 1

B들의 행렬식은 A의 여인수 0422 423・ a21 0 23 421 422 0

0 432 433 431 0 433 431 432 0

B. 의 행렬식은 여인수 Cl=422433-423432 이다. detB2=-(421433-423431)에는 적

절한 음수 부호가 있다. 이 여인수 Cl2는 A'의 1열의 성분이다. 다음과 같이 detA로 나

누면 A'를 구할 수 있다.

A-1의 공식 (A-1);j =
Cji

A-1_
CT

det A'

(12)

det A

4 (편집자) 행렬 A의 행렬식 detA는 Al로 표기하기도 한다.
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행렬식에 대한 큰 공식 : "! 개의 항

지금까지 det.A에 대한 두 공식을 소개했다. 첫 번째는 여인수 공식으로, detA를 더 작은 행렬

식들의 결합으로 표현했다(이 공식은 행렬 A에 0이 아닌 대각선이 오직 3개 있고(삼중대각행

렬), 나머지 대부분의 성분이 0일 때 쉽게 행렬식을 구하는 방법이었다). 두 번째는 소거와

PA= LU를 이용한 피벗 공식이었다. 2장에서 살펴봤듯이, L과 U는 삼각행렬이므로 쉽게 행

렬식을 구할 수 있다. 그리고 det=±1이다. 행렬식에 대한 큰 공식은 detA에 대한 식 안에

"!개의 항이 포함되므로 사용하기 쉽지 않다.

모든 "X" 치환행렬 P(2개의 P가 존재)는 행렬식의 큰 공식에서 D라는 항을 하나씩 만든다.

각 치환행렬 P는 "개의 1을 성분으로 갖는다. 각 행과 열에는 하나의 1만 존재한다. 치환행렬

P의 1이 있는 위치에 해당하는 행렬 A의 위치에 있는 "개의 수들의 곱 410428... 4개로 전체

행렬식 detA에 대한 기여도 D를 구한다. 그리고 D, 안에 detP±1을 인수로 포함해야

함을 꼭 기억해야 한다. +1과-1 중 무엇인지는 P가 짝수 치환행렬인지, 홀수 치환행렬인지

에 따라 결정된다. 이제 Dp=ad 또는 aqz와 같은 항들을 더하면 된다.

detA= (모든 Dp의 합)
큰 공식 (13)

=(!개의 치환행렬 P로부터 얻는 "! 개의 항의 합)

"= 2일 때 식 (13)은 ad-bc이다(이 경우 두 치환행렬로부터 Dp=ad, -bc이다). "= 3일

때식 (13)에 3!= 6개의 치환과 6개의 항이 있다. 따라서 다음과 같다.

det A +aqz+brx+cpy-ary-bpz-cqx

5.2 연습문제

1. detA=2일 때 detA-1, deta", detAT를 구하라.

2. 다음 행렬 A, B, C, D의 행렬식을 구하라. 이 행렬들의 열들은 선형독립인가?

[110]

A=101.

10 1 1

1 2 3

B=456

[789]

C= D=
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다음 행렬 A에서 로 표기한 5개의 수와 상관없이 detA=0임을 보여라.

A=00x

0 0 x

1행에 대한 여인수는 무엇인가? 행렬 A의 랭크는 무엇인가? det A의 6개 항은 무엇인가?

4. 다음 물음에 답하라.

(a) D„=det (A")일 때, 모든 A에 대해 [A, <10이면 D은 무한대로 발산하는가?

(b) 모든 A에 대해 [A,, > 1일 때, D은 0으로 수렴하는가?

※ [문제 5~9]는 A-16에 대한 크레이머 규칙에 관한 문제이다.

5. 크레이머 규칙 x =

det B

det A

(a) 2x+5x2=1

I+4x2=2

를 이용해 다음 방정식의 해를 구하라.

(b) 22 + I2 =1

21+2x2+3=0

2x3 = 0

6. 크레이머 규칙을 이용해 다음 방정식에서 만 구하라.

(a) ax + by=1

cx+dy=0

(b) ax+by+cz=1

dx + ey+fz=0

gx+by+iz=0

7. detA=0인 경우에는 크레이머 규칙을 사용할 수 없다. 다음 보기 중 (a)는 방정식의 해가 존재하지

det B

않고, (b)는 방정식의 해가 무수히 많다. 각 경우에 대해 x= '는 무엇인가?
det A

(a) 2+3x2=1 (b)2z+3x2=1
(평행한 직선) (동일한 직선)

4x+6x₂ = 1 4x+6x=2

8. (크레이머 규칙의 빠른 증명) 행렬식은 1열에 대한 선형함수이다. 행렬의 두 열이 동일하면 행렬식은

0이다. 6=Ax=14,+1242+230가 행렬 A의 1열이 되면, 다음과 같이 행렬 B과 크레이머 규

det B₁

칙지 = detA
-를 얻는다.

16 42431=12141+1102+2303 42431=111414243|=zdeta

어떤 단계에서 위 식의 중간 식 2141 42 4』가 유도되는가?

9. 우변 벡터 b가 행렬 A의 1열과 동일할 때, 3×3 연립방정식 Ar=b의 해를 구하라. 크레이머 규칙

에서 어떻게 각 행렬식이 해 를 유도하는가?

5.2 연습문제

3.
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10. 3개의 대각선이 1. 1. 1로 이루어진 #X" 삼중대각행렬의 행렬식을 E이라 하자. 1행에 대한 여인

수를 이용해 E=E1-E„임을 보여라. 그리고 E = 1, E2 = 0으로 시작하여 Es Ey .... E

을 구하라. E들이 어떤 규칙으로 반복되는지 관찰하고 E을 구하라.

E₁

00

110
1 10

E₁
0 11 1

0 1 1
0011

11.3×3 행렬의 성분이 1, 2, 3, 4, ・・・ 9일 때, 이 행렬의 최대 행렬식 값은 무엇인가? 이 문제의 계산

이 조금 복잡하므로 컴퓨터를 이용한 계산을 권장한다.

12. 다음 명제의 참 또는 거짓을 판별하라.

'ABC의 행렬식은 (detA)(detB)(detC)이다.'

13. 다음 행렬 A를 U로 소거한 뒤, 피벗의 곱을 이용해 detA를 구하라.

[1 1 1]

(a) A=122

[1 2 3]

[1 2 3]

(b)A=223

3 3 3

14. 소거를 적용하여 상삼각행렬 U를 만들고, 다음 행렬식을 구하라.

(a) det

1 2 3 0

2661

-1 0 0 3

020 7

01-1

1 2-1

(b) det

0 0-1

00120-1 2-1

15. 행 연산을 이용해 다음 행렬식을 구하라.

[101 201 301]

(a) det 102 202 302

103 203 303]

[1 a a²]

(b) det 1 6 62= (b-a)(c-a)(c-b): 방데르몽드 행렬식(Vandermonde determinant)

[1 c c²]

16.4×4 행렬식에서 다음과 같은 큰 공식에서의 항에 대해 detP가 +1인지-1인지를 결정하라.

±012421434443
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17. 다음 물음에 답하라.

(a)411=422=433=0이면, detA에서 6개의 항들 중 몇 개가 0인가?

(b)411=422-433-444-00이면, 24개의 항 a1jdkdl4m들 중 몇 개가 0인가?

18. 행렬식에 대한 큰 공식은 "개의 항을 포함한다. 행렬 A의 하나의 성분이 0이면 (-1)!개의 항들이

0이 된다. 만약 행렬 A가 0이 아닌 대각선을 오직 3개만 갖는 삼중대각행렬이라면 몇 개의 항이 남는

가? = 1, 2, 3, 4인 경우, "X" 삼중대각행렬 A의 행렬식은 각각 1. 2. 3. 5개의 0이 아닌 항을

갖는다. 여기서 1, 2, 3, 5는 피보나치 수이다. 이제 5x5 삼중대각행렬의 행렬식이 왜 5+3=8개

의 0이 아닌 항을 갖는지 보여라. 이때 4과 412의 여인수를 이용하라.

19. 4×4 행렬 A의 행렬식에 대한 큰 공식에는 24개의 항이 있다. 1]과 422를 동시에 포함하는 항은

몇 개인가? detA에서 24개의 항을 모두 작성하는 것은 쉽지 않다.

5.3 행렬식을 이용한 넓이와 부피 계산

1. (0, 0)에서 시작하는 변e1 = (a, b), e2 = (c, d)를 갖는 2차원 평행사변형

2. (평행사변형의 넓이)=(행렬 E=[e] e2]의 행렬식)ad-bc

3.(0,0,0)에서 시작하는 세 에지(edge) e1, e2, e3를 갖는 3차원 평행육면체(기울어진 상자)

4. (평행육면체의 부피): = (3×3 에지행렬 E의 행렬식)

행렬식은 넓이와 부피를 구하는 훌륭한 공식을 제공한다. 이때 영역의 변은 직선이어야 하지만.

이 영역이 정사각형일 필요는 없다. 대표적인 영역은 평행사변형 또는 평행사변형의 반쪽인 삼각

형이다. 문제는 넓이를 구하는 것이다. 삼각형의 경우 넓이가 10 (밑변과 높이의 곱의 절반)이

다. 평행사변형은 동일한 형태의 삼각형이 2개 있는 것이므로 식에서 글을 없앤다. 그러면 (평행

사변형의 넓이)=(밑변)×(높이)이다.

이 공식은 기억하기도 쉽다. 그러나 보통 문제에서는 밑변과 높이가 주어지지 않는다. 오직 꼭짓

점의 위치만 알고 있다. 예를 들어 삼각형의 꼭짓점 위치가 (0,0), (a, b), (c,d)라 가정하자.

그러면 이 꼭짓점으로 형성되는 평행사변형의 네 번째 꼭짓점은 (atc, b+d)이다. a, b, c, d

를 알 때 넓이는 무엇인가?
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(c,d) ・(a+c,b+d)

삼각형과

평행사변형 (a,b)
I

(0,0)

밑변을 가장 아래쪽 변이라고 하면 그 길이는 √'+'이다. 높이를 구하기 위해서는 꼭짓점

(c. d)에서 밑변으로 수직인 선을 내릴 수 있다. 높이는 루트를 포함한 복잡한 식이 될 것이다.

그러나 넓이는 루트를 포함하지 않는다. a=d=1, b=c=0(정사각형)일 때, 넓이 공식은

ad-bc로 아주 간단하게 유도된다.

(평행사변형의 넓이)=(행렬의 행렬식) | = ±| | |
a

= |ad-bc\

목표는 선형대수학을 이용해 이 공식을 유도하는 것이다(공식에 루트와 음수가 생기지 않도록 한

다). lad-bcl와 같이 절댓값 기호를 사용하므로 넓이는 음수가 되지 않는다.

이제 좀 더 복잡한 3차원, 궁극적으로는 "차원으로 확장하고자 한다. 우선 평행육면체의 4개 에

지의 좌표를 (0,0,0), (a, b, c), (p,g,r), (x, y, z)라 하자(평행육면체는 기울어져 있으므로

6개의 면은 모두 평행사변형이다).

넓이 공식 (1)을 이용해 부피 공식을 다음과 같이 유도할 수 있다.

a px

(평행육면체의 부피) = (행렬의 행렬식):=+bqy

CY2

(2)

처음에는 평면에서 시작하여 기하학을 활용한다. [그림 5.1]은 평행사변형에 6개의 조각을 붙여

서 직사각형을 만드는 과정을 보여준다. 직사각형의 넓이에서 6개 조각의 넓이를 빼면 평행사변

형의 넓이 ad-bc가 된다(루트는 없다). [그림 5.1]이 그다지 정교하지는 않지만 2차원에서는

유용한 그림이므로 참고하면 도움이 될 것이다.
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(a+c,b+d)=직사각형의 (밑변, 높이)

C

be ab/2

(c.d)

cd/2
d

cd/2

(a,b).

ab/2 bc b

C

평행사변형의 넓이

=(직사각형의 넓이)- (6개 조각의 넓이)

(a+c)(b+d)-26c

a

-ab-cd=ad-be

[그림 5.1] 평행사변형에 6개의 조각을 더하면 직사각형이 된다.

이와 같은 결과가 3차원에서도 성립할까? [그림 5.1]을 보면 조각들을 더해서 평행육면체를 직육

면체로 만들 수 있을 것 같기도 하지만, 더 좋은 방법은 선형대수학을 이용하는 것이다.

선형대수학에서의 넓이와 부피

대수학을 사용할수록 기하학을 덜 사용하게 된다. 선형대수학에서는 행렬의 분해를 주로 다룬다.

여기서 하나의 아이디어를 생각해보자.

"차원에서 평행육면체는 원점에서 시작하는 2개의 에지 el e2 ..... e을 갖는다. 2차원에서

평행사변형은 두 벡터e1 = (a, b), e2 = (c, d)를 에지로 갖는다. 벡터 들은 '평행육면체'의 "

개 또는 2개의 꼭짓점을 만든다. 1. e2로 만들어지는 2차원 그림에서 평행사변형의 네 번째 좌

표는 e+e2이다. 또한 e1, 82..... e"으로 만들어지는 "차원 그림에서 평행육면체의 다른 꼭

짓점들은 e들의 합으로 주어진다. 평행육면체는 다음과 같이 행렬 E의 "개의 에지에 의해 완전

히 결정된다.

에지행렬 Ez= (열)=(평행육면체의 에지)

목표는 평행육면체의 부피가 Idet|임을 증명하는 것이다. 이 목표에 도달하기 위해 행렬 E의

3가지 분해를 생각한다. 다음과 같은 3가지 분해는 각각 2장, 4장, 7장에서 다루는 내용이다.

7장에서 다룰 세 번째 분해는 E의 특잇값 분해(SVD)이다.

LU 분해 : (하삼각행렬 L) X (상삼각행렬) E=LU

QR 분해 : (직교행렬 Q)×(삼각행렬 R) E = QR

특잇값 분해 : (직교행렬 UX (대각행렬 EX(직교행렬 VT) E= UΣVT

E가 (nx") 정사각행렬이므로 분해된 각 행렬도 정사각행렬이다. L의 주대각성분은 모두 1이
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므로 L의 행렬식은 1이다. 임의의 직교행렬 Q의 행렬식은 1 또는 -1이다. 그러면

detZ=detQ|=|detU|=|detVI= 1이다. 곱셈 규칙 detAB= (detA)(detB)를 이용

하면 각 분해에 대해 IdetEl는 다음과 같다.

(평행육면체의 부피)=det=detU|=|detR|=|det|

문제는 평행육면체의 부피를 행렬식을 이용해 계산하는 것, 즉 기하학을 선형대수학으로 연결하

는 것이다. 먼저 직교행렬 Q의 기하학으로 시작해보자.

R"에서의 임의의 영역에 대한 핵심 아이디어는 직교행렬 Q를 영역의 각 점에 곱해도 해당 영역

의 부피가 변하지 않는다는 것이다. 이 사실을 먼저 이해하고 E= QR을 사용한다.

.

임의의 행렬 곱하기: 직선은 직선으로 유지되고, 넓이는 변할 수 있다.

.
I직교행렬 Q 곱하기: 22.zy는 각각 (Qz) (Qz), (Qz) (Qy)와 같다.

직교행렬 Q에 의한 회전으로 길이, 각도, 모양, 부피는 변하지 않는다.

이 사실은 곡면 영역에도 그대로 적용된다. 이 영역은 작은 정육면체들과 얇은 곡면 조각들로 나

눌 수 있다. 작은 곡면 조각들의 부피는 0에 가까워질 수 있다. 작은 정육면체들의 부피는 직교행

렬 Q에 의해 변하지 않는다. 따라서 R에 의해 변환된 도형과 E= QR에 의해 변환된 도형의

부피는 동일하다.

R은 삼각행렬이다. 행렬 R이 만드는 평행육면체의 부피는 계산할 수 있다. zy-평면의 평행사변

형에서 밑변과 높이는 E= QR에 있는 행렬 R의 주대각성분 "와 "이다.

R=

(0,20)

(밑변)= ". (높이) = w
w

(넓이)=124x2w|=|detR

(4,0)

요점은 R의 주대각성분이 새로운 차원에서의 높이를 보여준다는 것이다. R의 주대각성분들을

곱하면 평행육면체의 부피를 구할 수 있고, 이 값이 바로 삼각행렬 R의 행렬식이다. IdetQ=1

이고 det=detR | 이므로 부피 공식 IdetEl는 증명된다.

마지막으로 하나 덧붙이면, 특잇값 분해(SVD) E=UEVT에는 두 직교행렬 U와 V가 있다.

따라서 IdetEl det와 같다. 여기서 는 대각행렬이다. 그는 R"에서 완전한 직육면체를

만든다. 이렇게 보면 앞서 평행육면체를 만드는 삼각행렬 R을 사용한 QR 분해보다 UV'에

5장. 행렬식
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의한 특잇값 분해의 접근법이 더 간단해 보인다.

그러나 기울어진 도형(평행육면체)은 주대각성분 ". "의 기하적 의미를 잘 보여준다는 장점이

있다(밑변 4. 높이 w). 특잇값 분해의 기하학에 대한 내용은 7장에서 자세히 다룬다. 특잇값은

"차원 타원에 대해 매우 명확하게 드러나지만, 직육면체에 대해서는 그다지 명확하지 않다. 그는

타원축의 길이를 알려주지만, 직육면체의 에지를 알려주지는 않는다. EQR은 (직육면체의 부

피)=detR|임을 알려준다. 모든 점에 행렬 E를 곱할 때 부피가 증가하는 비율은 det이다.

5.3 연습문제

1. 네점 (0,0,0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)을 꼭짓점으로 갖는 3차원 정육면체에 대해 에지행

렬 E를 구하라, (0, 0, 0)에서 시작하는 3개의 에지벡터 el e2es를 갖는 상자의 꼭짓점 8개는 무

엇인가?

2. 3차원에서 에지벡터 e1 e2e3가 정규직교벡터라 하자. 이 경우에 해당하는 상자에 대해 설명하고

그 부피를 구하라.

3. 에지벡터의 크기가||e||= 1 ||ea||= 2.||||=3일 때, 상자의 최대 부피를 구하라. 그리고 최대 부

피에 해당하는 상자에 대해 설명하라.

4. #X행렬 E의 열이 e1 e2 .... e이라 할 때, 다음 부등식을 증명하라. [문제 3]의 부피에 대해서

도 다음 부등식이 성립한다.

1|det Els (열벡터의 크기의 곱)=llella|||||

LE= QR에서 삼각행렬 R의 주대각성분 R가 R slle 를 만족하는 이유를 생각한다.

5. 다음 물음에 답하라.

(a) 두 변이 = (3.2), w=(1,4)인 평행사변형의 넓이를 구하라.

(b) 세 변이 0. w. U+W인 삼각형의 넓이를 구하고, 이 삼각형을 그려라.

(c) 세 변이 v. W, W-V인 삼각형의 넓이를 구하고, 이 삼각형을 그려라.

다음 물음에 답하라.

6. (a) 삼각형의 세 꼭짓점 좌표가 (2.1), (3,4), (0, 5)일 때, 이 삼각형의 넓이를 구하라.
(b) (a)의 삼각형에 꼭짓점 (-1.0)을 추가하여 만든 사각형의 넓이를 구하라.
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7. 아다마르 행렬 H는 직교하는 행을 갖는다. 상자가 초입방체(hypercube)일 때, 다음을 계산하라

-1-1

=(R'에서 변의 길이가 2인 초입방체의 부피)

8. 차원 정육면체의 꼭짓점은 몇 개인가? 에지는 몇 개인가? (-1)차원의 면은 몇 개인가? 에지가

2J의 행인 R상의 정육면체의 부피를 구하라. 초입방체 컴퓨터는 에지를 따라 연결된 꼭짓점마다

병렬 프로세서(parallel processor)를 갖는다.

9. 세 꼭짓점이 (0.0), (1.0), (0, 1)인 삼각형의 넓이는 이다. 네 꼭짓점이 (0, 0, 0), (1, 0, 0),

(0.1.0), (0.0.1)인 R²상의 각뿔(pyramid)의 부피를 구하라. 또 5개의 꼭짓점이 (0.0.0.0)과

J의 4개의 열인 R'상의 각뿔의 부피를 구하라.

10. 에지행렬 E가 직교행렬이면 상자의 부피는 얼마인가? 에지행렬 E가 특이행렬이면 상자의 부피는

얼마인가? R상에서 E에 해당하는 상자의 부피가 V일 때, 2E에 해당하는 상자의 부피는 얼마인가?

Idet H

11. [31]와 [23]에 해당하는 평행사변형을 그려라. 두 행렬에 대한 영역의 넓이가 동일한 이유는 무

엇인가?

12. 에지행렬 ["u]를 전치하면 동일한 행렬식을 갖는 행렬과 동일한 넓이의 평행사변형을 얻는다. 이

평행사변형을 그린 뒤 넓이를 다시 계산하라.

13.(0.0)에서 시작하여 (a, b), (c.d)로 가는 변을 갖는 평행사변형 P를 그려라. 이 평행사변형의 넓

이는 다음과 같다.

det-det+det

변의 길이가 4. 4인 직사각형과 변의 길이가 6. c인 직사각형으로부터 평행사변형 P를 어떻게 만들

수 있는가?

14.5×5 행렬 A는 5개의 1과 20개의 2를 성분으로 갖는다. 이 행렬의 최대 행렬식 값을 구하라.

15.2×2 행렬 E의 열벡터의 크기는 각각 llll llell이다. IdetEle임을 보여라. 이 식은

2×2 행렬인 경우의 아다마르 부등식(Hadamard's inequality)이다. 이 부등식은 [문제 4]를 푸

는 핵심 아이디어이다. 다시 말해 (평행사변형의 넓이) ≤ (변1)|(변2)|이다.

1
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